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1 Komplexe Zahlen und holomorphe Funktionen

In diesem Kapitel werden Sie nur weniges kennenlernen, was Sie nicht schon aus der reellen
Analysis kennen. Wir werden daher bei der Wiederholung Wert auf eine Darstellung analytische
Sachverhalte legen, die an Konzepten orientiert ist. Das wichtigste Ergebniss dieses Kapitels sind
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichngen, die die komplex differenzierbaren Funktionen
charakterisieren.

1.1 Die komplexen Zahlen

Komplexwertige Funktionen einer komplexen Variablen, die im komplexen Sinn differenzierbar
sind, sind das Thema dieser Vorlesung. Wir wiederholen die Definition der komplexen Zahlen.

Wir bezeichnen mit R die reellen Zahlen. Der reelle Vektorraum R? ist insbesondere eine
abelsche Gruppe mit Addition

(a1,b1) + (az,b2) := (a1 + az, by + ba)
Wir definieren eine zweite Verkniipfung, Multiplikation genannt, durch
(a1,01) - (az,b2) := (a1az — biby, arby + azb)

Man rechnet nach, dass diese Verkniipfung assoziativ und kommutativ ist. Sie hat (1,0) als
neutrales Element. Das Element (a,b) € R?\ {0} hat das multiplikative Inverse
()
a?+ b’ a? 4+ b?

Schliefflich rechnen wir auch noch das Distributivgesetz nach. Insgesamt haben wir gezeigt:

Satz 1.1.1.
Die abelsche Gruppe (R?, +) mit der oben beschriebenen Multiplikation bildet einen Kdérper. Er
heifst der Kérper der komplexen Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Bemerkungen 1.1.2.
1. Die Abbildung ¢ : R — C mit ¢(a) = (a,0) ist ein injektiver Korperhomomorphismus. Er
erlaubt es uns, ¢(R) mit R zu identifizieren, also die reellen Zahlen als Unterkérper der
komplezen Zahlen aufzufassen. Wir schreiben a fir (a,0).

2. Offenbar bildet die Familie (1= (1,0),(0,1)) eine Basis des R-Vektorraums R2.
Wir fihren die abkirzende Bezeichnung i := (0,1) ein und nennen i auch die
imagindre Einheit. Jede komplexe Zahl lisst sich also schreiben als

(a,b) = (a,0)+ (0,b) = a +1ib
3. Es gilt
i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1
Der Korper C enthdlt also R und mit +i Lésungen der Gleichung X? 4+ 1 = 0.

4. Ist
z=x+iy mit r,y € R,

so nennen wir x den Realteil von z und y den Imagindrteil von z:

r=Rez y=Imz



Beispiel 1.1.3.
Mit den Bezeichnungen rechnet sich sehr einfach: ist z = x + iy # 0, so ist

1 T — iy x .y
= p— — 1 .
r+iy  (z+iy)(r—iy)  22+y? a2 4y?

1
- =
Bemerkungen 1.1.4.
1. Wir stellen R? wie tiblich als Ebene mit rechtwinkligen Koordinaten dar. Der Punkt
(x,y) entspricht dann der komplexen Zahl z = x + iy. Wir sprechen dann von der
komplexen Zahlenebene oder der Gaufschen Zahlenebene. Die Achse R(1,0) entspricht
dem Unterkérper R und heifit reelle Achse. Die Achse R(0,1) entspricht Zahlen der Form
iy, sogenannten rein-imagindren Zahlen. Sie heifit imagindre Achse.

2. Die Addition komplexer Zahlen ist in diesem Bild durch die Parallelogrammregel gegeben.

3. Man kann den Koérper der komplexen Zahlen nicht anordnen: in einem angeordneten
Korper sind die Quadrate von Null verschiedener Zahlen positiv. Also gilt

0<12=1und0 <i?=-1

und somit auch
0<14(-1)=0,

was nicht sein kann.
Definition 1.1.5
1. Fiir jede komplexe Zahl z = x 4 iy nennen wir
Z=x—1y

die komplex konjugierte Zahl.

2. Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy nennen wir die nicht-negative reelle Zahl

4 = VP

den Betrag oder Absolutbetrag der komplexen Zahl.

Wir finden also insbesondere

Satz 1.1.6.
Die folgenden Eigenschaften rechnet man elementar nach:

1. Die komplexe Konjugation ist mit der Addition und Multiplikation in C vertrdglich,

wH+z=w+zZ und wWZ=w-Z,
und sie ist bijektiv, also ein Korperautomorphismus von C.

2. Es qilt

W
I
Y

Die Konjugation st also eine Involution.



3. Fiir z =x +1iy gilt

1 _ 1 -
Rez:i(quz) und Imz-i(z—z).

Insbesondere ist Z = z dquivalent zu z € R.

4. Es gilt 2z = 2% + y* und somit

|z| = V2Z.

5. Fir z € R stimmt der komplexe Betrag mit dem in der Analysis definierten reellen Betrag
liberein.

6. Es gelten die Ungleichungen
—|z] <Re(z) <|z] wund —|z|<Im(z)<]|z|.
Ubung: beschreiben Sie alle komplexen Zahlen, fiir die jeweils die Gleichheit gilt.
7. Es ist |z| > 0 mit Gleichheit genau fiir z = 0.
8. Es folgt aus der Dreiecksungleichung im R?
jw+ 2| < |w|+ 2] .

Hieraus folgt
w — 2| = [|z] — [wl]]

fiir alle z,w € C. Der Abstand zweier Punkte w,z in der kompleren Ebene ist definiert
durch
dist(w, z) = |w — z| .

9. Aus der Rechnung

wa]* = (w2)wz = wewz l2I*

folgt

Definition 1.1.7

1. Wir nennen {z € C|Re (z) > 0} die rechte Halbebene und H := {z € C|Im (z) > 0} die
obere Halbebene.

2. Wir nennen fiir zo € Cundr e R, r > 0
D, (z) :={z € Cl|lz — 2| <}

die offene Kreisscheibe vom Radius r um z.

Betrachtung 1.1.8.



1. Indem man Polarkoordinaten auf R? betrachtet, kann man alle Punkte (z,y) € R? \ {0}
in der Form

(x,y) = (rcos¢,rsin @)
mit r > 0 und ¢ € R schreiben. Wir finden also fiir z # 0 eine Darstellung

z = |z|(cos ¢ +1isin @)

mit ¢ € R. Fiir z # 0 ist der Winkel ¢ nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 21 bestimmdt.
Wir nennen jeden solchen Winkel ein Argument von z und schreiben

¢ = argz.
Man beachte, dass dies keine Funktion von z ist. Oft normiert man das Argument durch
0<op<2r oder —m<op<Tm.

Im ersten Fall spricht man vom Hauptwert des Arguments Arg(z).

2. Wir rechnen fir w,z € C\ {0} und ¢ := arg(z),v := arg(w) unter Verwendung der
Additionstheoreme fiir Sinus- und Kosinusfunktion:

wz = |wl||z|(cost +isin)(cos ¢ + isin @)
= |wlfz] (cos(¥ + ¢) +i(sin(¢ + 1))

Bei der Multiplikation multiplizieren sich also die Betrdge und addieren sich die Argu-
mente. Insbesondere gilt die Regel von de Moivre:

2" = |z]" (cos(ng) + isin(ng))

fir z = |z|(cos¢ + isin@). Durch Potenzenbildung kann man allerdings einen einmal
gewdhlten Standardbereich fir das Argument verlassen.

3. Fiir festes w # 0 ist also die lineare Abbildung z — w - z eine Drehstreckung. Die komplex
linearen Abbildungen R?* — R? bilden also einen reell zweidimensionalen Untervektorraum
des vierdimensionalen Vektorraums der reell-linearen Abbildungen R?> — R2, der in der
Standardbasis durch Matrizen der Form

(0 7)

4. Die multiplikative Gruppe C\{0} ist insbesondere isomorph zur Gruppe der Drehstreckun-
gen von R2. Man beachte, dass diese Abbildungen Winkel und Orientierung im R? erhal-
ten. Die Menge

beschrieben wird.

St={zeC:|z|=1}

bildet eine multiplikative Gruppe, die isomorph zur Gruppe der Drehungen des R?
beziiglich der euklidischen Standardstruktur ist.



1.2 Topologie der Gauf3ischen Zahlenebene

Von R? erbt die komplexe Zahlenebene die Struktur eines topologischen Raums. Damit ist
eigentlich auch klar, was stetige komplexwertige Funktionen sind. Insofern ist auch dieses Un-
terkapitel nur eine Wiederholung von Begriffen und Sachverhalten, die aus der Analysis vertraut

sind.

Definition 1.2.1
1. Ein topologischer Raum ist eine Menge M zusammen mit einem System () von Teilmengen
von M, das die folgenden Eigenschaften hat:

(a) M € Q und ) € Q
(b) Die Vereinigung beliebiger Familien von Elementen von §) liegt wieder in €.

(¢) Der Durchschnitt endlicher Familien von Elementen von (Q liegt wieder in ).

2. Die Elemente von $) heilen auch offene Mengen, ihre Komplemente
abgeschlossene Mengen.

3. Seip e N C M. Dann heiBt N Umgebung von p, wenn N eine offene Menge U € () mit
p € U enthilt.

Ein wichtiges Beispiel fiir topologische Rédume sind metrische Raume.

Definition 1.2.2
Ein metrischer Raum M ist eine Menge mit einer Abstandsfunktion

dist : M x M — Ry,

fiir die gilt:

1. Sie ist symmetrisch, dist(m,n) = dist(n, m) fiir alle m,n € M

2. dist(m,n) = 0 genau dann, wenn m = n.

3. Es gilt die Dreiecksungleichung,

dist(m, p) < dist(m,n) + dist(n, p)
fiir alle m,n,p € M.

Wichtige Beispiele fiir metrische Rdume liefern normierte Vektorraume.

Definition 1.2.3

Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer Vektorraum V mit einer Normfunk-
tionv: V — Ry fiir die gilt:

1. v(Av) = |\ - v(v)
2. v(v) = 0 genau dann, wenn v = 0.

3. v(v+w) <v)+viw)



Beispiele fiir normierte Radume liefern euklidische und unitére Vektorrdume, also insbeson-
dere C" und R". Ein wichtiges unendlich-dimensionales Beispiel sind die Réaume LP(M) von
Klassen reell- oder komplexwertiger Funktionen auf einem Mafiraum, fiir die [, |f[? < oo gilt

: 1
mit Norm v,(f) := ([3, |/17) .
FEin normierter Vektorraum wird durch die iibliche Abstandsfunktion

dist(p,p) := v(p — p')

zum metrischen Raum.
Wir definieren fiir einen metrischen Raum (M, dist) eine offene Kreisscheibe um einen Punkt
p € M mit Radius r wie in Definition 1.1.7 als die Teilmenge

D,(p) ={m e M : dist(m,p) <r}

und nennen eine Teilmenge U C M offen, wenn es zu jedem p € U ein € > 0 gibt, so dass die
offene Kreisscheibe D (p) C U in U enthalten ist.

Man iiberzeuge sich davon, dass diese offenen Mengen eine Topologie auf dem metrischen
Raum M bilden. Jeder Mathematiker sollte sich einmal im Leben auch von den beiden folgenden
Aussagen iiberzeugt haben:

Satz 1.2.4.

1. Zwei Normen v,V auf einem reellen oder komplexen Vektorraum E liefern genau dann
die gleiche Topologie, wenn sie dquivalent sind, d.h. wenn es Konstanten cy,co > 0 gibt,
so dass fiir alle x € E qilt

oV (z) <v(zr) < eV(z) .

2. Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent.

Im Spezialfall der komplexen Zahlenebene erhalten wir:

Satz 1.2.5.
Fine Teilmenge U von C ist offen, wenn es zu jedem zy € U ein € > 0 gibt, so dass die offene
Kreisscheibe D.(zy) C U in U enthalten ist. Offene Mengen von C nennen wir auch Bereiche.

Die folgenden Verallgemeinerungen liegen nahe:

Bemerkungen 1.2.6.

1. Auch im Fall von R werden wir von einer Kreisschreibe D (r) sprechen. Es handelt sich
dann um das offene Intervall (r — e, r +¢€).

2. Im Fall von K™ mit K = R, C ist eine fiir die Funktionentheorie niitzliche Verallgemeine-
rung des Begriffs der Kreisscheibe der Begriff des Polyzylinder. Dieser ist als kartesisches
Produkt von Kreisscheiben definiert und durch n Radien r, > 0 charakterisiert. Die wich-
tigste topologische Eigenschaft von Polyzylindern folgt aus der Dreiecksungleichung: fiir
zwet Polyzylinder P, Q) liegt mit x,y € PN Q auch das Verbindungssegment in P N Q).

Wir brauchen weitere elementare Begriffsbildungen der mengentheoretischen Topologie:

Definition 1.2.7
1. Sei M’ eine beliebige Teilmenge eines topologischen Raums (M, €2). Dann definiert die
Familie der Durchschnitte Q' := {M'NU }yeq eine Topologie auf M’, die Relativtopologie.
Die Elemente U € §Y heiflen relativ offene Mengen, ihre Komplemente M’ \ (U N M’)
relativ abgeschlossene Mengen.




2. Fiir eine Teilmenge M eines topologischen Raums nennen wir die grofite offene Teilmenge
M:=U{U : U C M,Uoffen}
das Innere von M. Die Elemente von ]\04 heiflen Innenpunkte von M.

3. Fiir eine Teilmenge M eines topologischen Raums nennen wir die kleinste abgeschlossene
Obermenge o
M :=n{U : U D> M,Uabgeschlossen}

den Abschluss von M. Die Elemente von M heifen Adhérenzpunkte von M.

4. Der Rand einer Teilmenge M wird durch

oM = M\ ]\04
definiert.

5. Seien N, N’ Teilmengen eines topologischen Raums, fir die N C N " gilt. Dann heifit N
dicht in N', wenn N D N’ gilt, also wenn jede Umgebung eines Punktes von N’ die Menge
N trifft.

6. Eine Teilmenge M C M’ heifit diskret in M’, wenn es zu jedem p € M eine Umgebung
U von p gibt, so dass U N M nur einen Punkt enthélt.

Beispiele 1.2.8.
1. Offene Intervalle I C R C C sind in R relativ offen, aber nicht offen in C.

2. Ist U ein Bereich, so ist Q* N U dicht in U und Z>* NU diskret in U.

3. Das Innere der offenen Kreisscheibe M = D, (zy) ist M selbst, der Abschluss D,(zy) =
{|z — 20| < r} die abgeschlossene Kreisscheibe und der Rand 0D, (zy) = {|z — 20| = r} die
Kreislinie.

4. Durch Einschrdankung wird auch jede Teilmenge eines metrischen Raumes ein metrischer
Raum. Man tiberzeuge sich davon, dass die Finschrdnkung der Metrik die Relativtopologie
definiert.

Definition 1.2.9
Sei M ein topologischer Raum und (z,)nen eine Folge in M.

1. Ein Punkt zq € M heifit Haufungspunkt der Folge, wenn in jeder Umgebung von z, unend-
lich viele Folgenglieder liegen. Ein Punkt zy € M heifit Hiufungspunkt einer Teilmenge
M', wenn in jeder Umgebung von zy, unendlich viele Elemente von M’ liegen.

Ubung: Geben Sie ein Beispiel einer Folge in C, die unendlich viele Héufungspunkte hat.
Kann die Menge der Haufungspunkte einer Folge ihrerseits wieder einen H&ufungspunkt
haben?

2. Ein Punkt zy € M heifit Limes oder Grenzwert der Folge, wenn in jeder Umgebung von
2o alle bis auf héchstens endlich viele Folgenglieder (“fast alle” Folgenglieder) liegen. Man
sagt, die Folge konvergiere gegen zy und schreibt

Zn — 2o oder zop= lim z, .

n—oo



3. Eine Folge in einem metrischen Raum heiit Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes ¢ > ( einen
Wert N = N(e) gibt, so dass aus n,m > N folgt dist(z,, z,,) < €.

4. Ein metrischer Raum heifit vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

5. FEin vollstandiger normierter reeller bzw. komplexer Vektorraum heifit reeller bzw. kom-
plexer Banachraum.

Bemerkungen 1.2.10.

1. Man mache sich klar, dass eine Folge in einem metrischen Raum, also insbesondere in C,
hochstens einen Grenzwert haben kann. Konstruieren Sie einen topologischen Raum mit
einer Folge, die zwei verschiedene Grenzwerte hat.

2. Es gilt fiir Folgen komplezer Zahlen lim,, ., z, = 2o genau dann, wenn lim, . |z, — 20| =
0 gilt.

3. Man zeige fiir eine Folge z, komplexer Zahlen:
1. Die Folge ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn die Folgen Re z, und Im z, der
Real- und Imagindrteile Cauchy-Folgen sind.
2. Es gilt z, — z genau dann, wenn Re z, — Re z und Im z, — Im 2z gilt.

4. Man mache sich klar, dass die normierten Rdume R™ und C" wollstindig, also Ba-
nachriume sind.

Wenn wir in dieser Vorlesung Sétze in einem Banachraum formulieren, reicht es aus, sich
darunter den Raum C" im Falle komplexer Banachriaume bzw. R™ im Falle reeller Banachraume
vorzustellen.

Lemma 1.2.11.
Es gelte fiir zwei kompleze Folgen a, — a und b, — b. Dann folgt

a,*b, — axb
an-b, — a-b
[ — a
|an| — |l

Gilt a # 0, so sind fast alle Folgenglieder ungleich Null. Wir lassen diese weg. Fir die so

erhaltene Teilfolge gilt
1 1

_H_.
an a

Definition 1.2.12

1. Ein topologischer Raum M heifit zusammenhéngend , falls aus A, B nicht-leer und offen
in M und AU B = M folgt, dass AN B # ().

2. FEine Teilmenge U eines topologischen Raumes M heifit zusammenhéngend, wenn sie als
topologischer Raum mit der Relativtopologie zusammenhéangend ist.

3. Eine Teilmenge U eines topologischen Raumes M heifit Zusammenhangskomponente von
M, wenn U zusammenhangend ist und jede zusammenhédngende Obermenge D von U,
UC D C M gleich U ist.




4. FEine nicht-leere, offene und zusammenhéngende Teilmenge U von C heifit auch ein Gebiet
von C.

Bemerkungen 1.2.13.

1. Man iiberlege sich, dass jeder Punkt eines topologischen Raums M in einer Zusammen-
hangskomponente von M liegt.

2. Verschiedene Zusammenhangskomponenten sind disjunkt. Ein topologischer Raum zerfdllt
also in seine Zusammenhangskomponenten.

3. Ist eine Teilmenge U von C offen, so ist auch jede Zusammenhangskomponente von U

offen.

4. Ist U C R offen, so sind die Zusammenhangskomponenten von U offene Intervalle. Die
offenen Mengen in R sind also Vereinigungen von hdéchstens abzdihlbar vielen paarweise
disjunkten offenen Intervallen.

Definition 1.2.14

1. Eine Teilmenge K eines topologischen Raums M heifit kompakt , wenn jede offene Uber-
deckung von K eine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Das heifit: wenn (U;),., eine Fa-
milie offener Mengen ist mit K C U;c;U;, so gibt es eine endliche Teilmenge J C I mit
K C Ui U;

2. Eine Menge M liegt relativ kompakt in einer offenen Menge U, wenn ihr Abschluss M
kompakt ist und in U enthalten ist. Wir schreiben dann M CC U.

Fiir uns wichtig sind noch die folgenden zwei Sétze, die insbesondere fiir die komplexen
Zahlen C gelten:

Satz 1.2.15 (Satz von Bolzano-Weierstrafl).

FEine Teilmenge K eines metrischen Raumes M ist genau dann kompakt, wenn jede Folge z,
in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt. Aquivalent dazu ist die Aussage, dass jede Folge
in K einen Hiufungspunkt in K hat.

Man nennt diese Eigenschaft eines topologischen Raums auch Folgenkompaktheit . Fiir Teil-
mengen des R™ und damit auch von C" kann man noch mehr sagen:

Satz 1.2.16 (Satz von Heine-Borel).

FEine Teilmenge K des R™ ist genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und beschrdnkt ist.
Hierbei heifit K beschrinkt, wenn es ein r > 0 gibt mit |z| < r fir alle z € K.

Man beachte, dass hier eingeht, dass die normierten Vektorraume endliche Dimension haben.
Spéter werden wir bendtigen:

Satz 1.2.17.
Sei K1 D Ky D Kj... eine absteigende Folge nichtleerer kompakter Teilmengen eines metri-
schen Raums, so ist

r_}neN Kn#w .



Beweis.

Es sei aus jeder Teilmenge K, ein Punkt z, gewéhlt. Da die Folge in der kompakten Teilmenge
K liegt, hat sie mindestens einen Haufungspunkt z, € K;. Wir wahlen eine gegen z, kon-
vergente Teilfolge, die wir wieder z, nennen. Aber auch fiir jedes m > 0 ist zy der eindeutige
Grenzwert der abgeschnittenen Folge z,,,2,41,..., die in der kompakten Menge K, liegt.
Damit folgt aber, dass auch fiir jedes m € N zy € K, gilt. O

1.3 Stetige Funktionen

Unter einer Funktion verstehen wir von nun an eine Abbildung von einer Teilmenge M C C
nach C. Funktionen werden wie iiblich addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert. Auch
die Hintereinanderausfithrung oder Komposition ist wie iiblich erklért.

Wichtige Beispiele fiir Funktionen sind die polynomialen Funktionen

p(2) = ap2" +ap_12" 4. tag,

die wir — konzeptionell etwas unsauber — in dieser Vorlesung auch kurz Polynome nennen, und
die rationalen Funktionen

wobei p, ¢ Polynome sind. Sie sind dort definiert, wo g(z) # 0 ist.
Mit einer Funktion f betrachten wir auch die Funktion f, die man durch Konjugation der
Funktionswerte erhélt:

7(z) = )

sowie die reellwertige Funktion |f|, die man durch den Absolutbetrag erhélt:

[F1(2) = ()] -

Wir erinnern an die Definition von Stetigkeit und tun dies im angemessenen konzeptionellen
Rahmen, ndmlich fiir Abbildungen zwischen topologischen R&umen.

Definition 1.3.1

1. Seien E, F topologische Rdume. Eine Abbildung f : E — F heifit stetig im Punkt xy € E,
wenn fiir jede Umgebung V' von f(x¢) eine Umgebung V' von zy in E existiert, so dass

F(V) C V' gilt.

2. Eine Abbildung heifit stetig auf E, wenn sie in jedem Punkt xq € E stetig ist.

Man zeigt leicht wie in der reellen Analysis:

Satz 1.3.2.

1. Eine Abbildung f : E — E’' von metrischen Raumen ist genau dann im Punkt xqg € E
stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass aus distg(y, xo) < § die Beziehung

diste (f(y), f(xo)) < € folgt.

2. FEine Abbildung f : E — E’ von zwei topologischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn

fiir jede in E' offene Menge U’ das Urbild f~'(U’) in E offen ist.
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3. Eine Abbildung f : E — E' von zwei metrischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn fir
jede gegen zy konvergente Folge z, in E auch f(z,) — f(z0) in E' gilt. (Folgenkriterium
fir Stetigkeit)

Wir halten auch als einfache Konsequenz aus Satz 1.3.2 (ii) fest:

Satz 1.3.3.
Das Bild einer zusammenhdingenden Menge unter einer stetigen Abbildung ist zusam-
menhdngend.

Speziell fiir komplexwertige Funktionen gilt

Satz 1.3.4.

1. Summe und Produkt stetiger komplexwertiger Funktionen sind wieder stetig. Ist [ in zg
stetig und f(zo) # 0, so ist auch % in zy stetig.

2. Die Stetigkeit einer komplexwertigen Funktion ist dquivalent zur Stetigkeit von Real- und
Imagindrteil sowie zur Stetigkeit von f.

Aus den Bemerkungen folgt schon, dass Polynome und rationale Funktionen in ihrem Defi-
nitionsbereich stetig sind.
Aus der reellen Analysis iibernehmen wir den folgenden Satz:

Satz 1.3.5.

1. Ist eine Abbildung f : E — E' zwischen topologischen Rdumen auf einer kompakten
Teilmenge K C E stetig, so ist das Bild f(K) kompakt.

2. Nimmt die stetige Abbildung f ihre Werte in den komplexen Zahlen an, so nehmen die
reellwertigen Funktionen Re f,Im f und |f| auf jedem Kompaktum K ihr Mazimum und
Minimum an. Insbesondere sind alle diese Funktionen beschrdinkt auf K : es gibt einr > 0
mit |f(z)] <.

Hieraus folgt insbesondere der Satz:

Satz 1.3.6.
Die Funktion f sei auf der kompakten Menge K stetig und ohne Nullstellen. Dann gibt es eine
positive Zahl 9§, so dass

[f(z)] =0
fiir alle z € K gilt.
Beweis.
Denn unter den angegebene Voraussetzungen ist 1/f auf K stetig und daher ist die Funktion
|1/ f| beschrankt. O

Wichtige Beispiel stetiger Funktionen sind Wege:

Definition 1.3.7
Sei E ein topologischer Raum und M C E eine Teilmenge.

1. Ein Weg in M ist eine stetige Abbildung  eines abgeschlossenen Intervals [a,b] C R nach
M. Der Punkt ~(a) heifit Anfangspunkt, der Punkt v(b) Endpunkt des Weges ~.
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2. Zwei Punkte 21,29 € M heiflen in M verbindbar, wenn es einen Weg in M gibt mit
Anfangspunkt z; und Endpunkt zs.

In der Funktionentheorie ist man besonders daran interessiert, iiber Wege zu integrieren.
Man betrachtet daher in M C C diejenigen Wege, fiir die v die Stammfunktion einer Regelfunk-
tion ist. Regelfunktionen sind eine fiir die Integrationstheorie bequeme Klasse von Funktionen.

Definition 1.3.8 3
Sei I C R ein Intervall mit Abschluss I = [a,b] und E ein Banachraum. Eine Funktion f : [ — E
heiit Regelfunktion, wenn gilt:

1. Fiir jeden inneren Punkt x € (a,b) existiert der linksseitige und der rechtsseitige Grenz-
wert von f.

2. Wenn der Anfangspunkt a in I liegt, so existiert der rechtsseitige Grenzwert f(a™).

3. Wenn der Endpunkt b in I liegt, so existiert der linksseitige Grenzwert f(b™).

Bemerkungen 1.3.9.
1. Der Raum der Regelfunktionen mit der supremums-Norm bildet einen Banachraum.

2. Treppenfunktionen sind Regelfunktionen. Der Untervektorraum der Treppenfunktionen ist
dicht beztiglich der supremums-Norm im Raum der Regelfunktionen. In anderen Worten:
fiir jede Regelfunktion kann man eine Folge von Treppenfunktionen finden, die gleichm df$ig
gegen die Regelfunktion konvergiert.

3. Daher gibt es auch eine Folge von Treppenfunktionen, die beziiglich der L*-Halbnorm gegen
eine Regelfunktion konvergiert. Regelfunktionen sind somit auch Lebesque-integrierbar;
Regelintegral und Lebesgue-Integral stimmen iberein. (Siehe auch §7.3 Kénigsberger, Ana-
lysis 2, fiir mehr Details.)

4. Stetige Funktionen und monotone reellwertige Funktionen sind Regelfunktionen.

5. FEuxistiert das Maximum einer Familie von Regelfunktionen, so ist es eine Regelfunktion.

Bemerkungen 1.3.10.
1. Verbindbarkeit ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen verbindbarer Punkte
eines topologischen Raumes M heiffen Wegkomponenten des topologischen Raumes M.

2. In der Funktionentheorie werden oft aus Bequemlichkeit spezielle Wege in C verwendet:
die Verbindungsstrecke zweier Punkte z,w € C st

[zw] = {tw+ (1 —t)z:0<t <1} ;

ein Streckenzug von a € C nach b € C besteht aus endlich vielen aneinander gehdngten
Verbindunsstrecken.:

n
§= U[Zk;wk] mit 2z = a4, Zpp1 = We, Wy = b
k=1

3. Man 1iberzeuge sich davon, dass zwei Punkte z,w in einer offenen Menge M C C genau
dann verbindbar sind, wenn es einen Streckenzug mit Anfangspunkt z und Endpunkt w
qibt.
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4. Eine Teilmenge M eines topologischen Raums heif$t wegzusammenhdngend, wenn je zwes
Punkte verbindbar sind. Ein Gebiet ist also eine wegzusammenhdngende offene Teilmenge
von C.

5. Fine offene Teilmenge von C ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie wegzusam-
menhdngend ist. Wegzusammenhdngende Mengen eines topologischen Raums sind immer
zusammenhdngend. Die Umkehrung erfordert zusdtzliche Bedingungen an den topologi-
schen Raum. Man kann zum Beispiel fordern, dass dieser lokal wegzusammenhdngend
ist, d.h. dass jeder Punkt eine wegzusammenhdngende Umgebung besitzt.

6. Eine offene Menge U C C ist also genau dann zusammenhdngend, wenn fir je zwei
Punkte a,b € U ein Streckenzug in U existiert, der a mit b verbindet. Diese Aussage gilt
auch in R™ fiir beliebiges endliches n und somit in C™ fiir beliebiges endliches n.

Wir erinnern schliellich noch an den Begriff der gleichméfigen Stetigkeit:

Definition 1.3.11

Seien E und E’ metrische Riume und U C E. Eine Funktion f : U — E’ heift
gleichméBig stetig , wenn zu jedem € > 0 ein & > 0 existiert, so dass fiir alle z;,2o € U
aus distp(z1, z2) < 0 folgt distg (f(z1), f(22)) < €.

Eine wichtige Folge von Kompaktheit ist der folgende

Satz 1.3.12.
Sei D C E kompakt und f : D — E' stetig. Dann ist f gleichmdflig stetig.

1.4 Holomorphe Funktionen

Wir erinnern noch erst einmal ganz allgemein an Differenzierbarkeit. Wir tun dies gleich im
angemessenen konzeptionellen Rahmen. Die Grundidee der Ableitung ist es, lokal eine Funktion
durch eine affine Funktion zu approximieren. Im einfachsten Fall ist das die Approximation einer
Funktion f : R — R in einem Punkt durch ihre Tangente. Linearitét ist also essentiell, und
deswegen fiithren wir Differenzierbarkeit fiir Abbildungen zwischen normierten Vektorraumen
ein, die wir als vollstédndig voraussetzen.

Seien F, I’ zwei Banachraume, beide entweder iiber den reellen oder den komplexen Zahlen.
Sei U C FE offen und f,g : U — F zwei Funktionen.

Definition 1.4.1
Sei U C E offen und f,qg: U — F zwei Funktionen. Wir sagen, f und g beriihren einander im
Punkt xq € U, wenn

im W) —9W)]

=0
Y—T0,YFT0 |y — ZBO|

gilt.
Bemerkungen 1.4.2.
e Sind die Funktionen f,g im Punkt zq stetig, so folgt f(xo) = g(z0).

o Der Begriff “sich beriihren” kann nur fir Vektorrdume mit einer Norm eingefiihrt werden.
Man mache sich klar, dass die Tatsache, dass zwei Funktionen sich beriihren, nicht von
der Wahl der Norm, sondern nur von der von der Norm erzeugten Topologie abhdingt.
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e Aus der Ungleichung
|f (@) = h(z)| < |f(z) — g(z)] + |g(z) — h(z)

folgt, dass “sich beriihren” eine Aquivalenzrelation ist.

e Unter allen Funktionen, die eine Funktion f in einem Punkt x beriihren, gibt es hochstens
eine affine Funktion der Form

x— f(xo) +ulz — xg) ,

mit u: E — F einer linearen Abbildung, die f in xq berihrt.

Beriihren namlich zwei affine Funktionen y — f(xo)+u;(y —xo) mit i = 1,2 die Funktion
f in xg, so folgt fiir thre Differenz v := uy — us

o)l _

y—0y#0 |y

Fiir jedes € > 0 konnen wir daher ein § > 0 finden, so dass fir alle y mit |y| < § folgt
lv(y)| < ely|. Fir belicbiges x € E \ {0} betrachten wir das Vielfache y := gﬁ, dessen
Betrag kleiner als ¢ ist. Hieraus folgt
51 51
= - — < — - —
(o) = 3ol < eyl = 3l

woraus fir beliebiges x € E die Ungleichung |v(zx)| < €|z| fir alle € > 0 folgt. Daher gilt
v=0.

Definition 1.4.3
Seien E, F Banachraume und U C E offen.

1. Wir sagen, eine Funktion f : U — F sei im Punkt xq € U differenzierbar, wenn eine
lineare Abbildung u : E — F existiert, so dass die affine Funktion

y = f(xo) + uly — o)

die Abbildung f im Punkt xy beriihrt. Die lineare Funktion u ist nach Bemerkung 1.4.2
eindeutig; sie heifft Ableitung von f im Punkt x¢ und wird auch mit df(xy) oder D f(x¢)
bezeichnet.

2. Sei nun der Banachraum E ein endliches Produkt, also E = E; x E,. Wir nennen eine
Funktion f : E — F im Punkt (ay,as) € E beziiglich der ersten bzw. zweiten Variablen
partiell differenzierbar, falls die partielle Abbildung

E1 — F
1 —  f(x1,a9)

im Punkt a; bzw.
E2 — F

Ty flar, )

im Punkt ay differenzierbar ist. Die Ableitungen dieser Funktionen
D1f<(l1, CLQ) S L(El, F) bzw. Dgf(al, CLQ) € L(EQ, F)

heiflen partielle Ableitungen.
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Man mache sich klar: um zu untersuchen, ob eine Funktion f in einem Punkt zo € F
differenzierbar ist, reicht es aus, dass die Funktion auf einer Umgebung von U definiert ist. Die
Ableitung ist dann eine lineare Abbildung, die auf ganz E definiert ist. Man halte also den
Definitionsbereich einer Funktion und den ihrer Ableitung in einem Punkt auseinander.

Es gilt der folgende

Satz 1.4.4.

FEs sei f eine stetige Abbildung einer offenen Teilmenge U von Ey X FEy nach F. Dann ist f
genau dann auf U stetig differenzierbar, wenn f in jedem Punkt von U beziiglich der ersten und
zweiten Variablen partiell differenzierbar ist und die Abbildungen

U — L(EI,F)
($1,$2) = le(xl,@)
und
U — L(EQ,F)
(xl,xz) = sz(xl,fz)

stetig sind. In jedem Punkt (z1,x2) € U gilt dann

Df (w1, 2)(t1,t2) = D1 f(v1, 22)ts + Daf (21, 22)ts
fir alle t; € F;.
Fiir den Beweis verweisen wir auf Kapitel 8.9 des Buchs von Dieudonné.

Bemerkung 1.4.5.

Wir sehen hier schon einen Unterschied zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit:
eine Funktion f : C — C konnen wir auch als Funktion f : R2 — R? auffassen. Komplexe
Differenzierbarkeit erfordert die Existenz einer komplex-linearen Funktion u : C — C, so dass
y+— f(x) +uly — x) die Funktion f in x berihrt. Reelle Differenzierbarkeit erfordert dagegen
die Ezistenz einer reell-linearen Funktion @ : R? — R? mit der gleichen Beriihrungseigenschaft.
Natiirlich liefert jede komplexe Linearform u eine reell-lineare Abbildung @ : R? — R?, aber nicht
jede reell-lineare Abbildung tu, die die Bertihrungseigenschaft hat, kommt von einer komplexen
Linearform her. Sie muss dafiir ndmlich eine Drehstreckung sein, also durch eine Matrix der

Form
r -y
Y T

beziiglich der Standardbasis des R? dargestellt werden. Die Drehstreckungen bilden aber nur
einen reell zweirdimensionalen Untervektorraum des vierdimensionalen Raums aller reellwerti-
gen 2 x 2-Matrizen.

Wir formulieren den Begriff der Differenzierbarkeit fiir £ = C um. Wir konnten die folgenden
Betrachtungen gleich fiir komplexe Funktionen mehrerer Variablen durchfiihren, sehen aber
davon ab, um die Bezeichnungen einfach zu halten.

Satz 1.4.6.
FEine auf einem Bereich U C C erklirte Funktion f : U — C istin zo € U genau dann (komplex)
differenzierbar, wenn es eine in zy stetige Funktion A : U — C gibt mit

f(z) = f(20) + (= — 20) A(2)
fiir alle z € U. Die komplexe Zahl A(zy) heifst der Wert der Ableitung von f in zo. Wir schreiben
d
A(z0) = F'(z0) = T (z0).
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Beweis.
Angenommen, eine Funktion A(z) wie im Satz beschrieben existiert. Aus der Stetigkeit von A
in z = z folgt fiir z # 2z

|f(2) = f(20) = A(20)(2 — 20)]

|z — 20|

= |A(z) — A(z)| — 0 fiir z — 2 .

Also beriihrt die affine Funktion f(zo) + A(20)(z — 20) die Funktion f im Punkt zy. Daher ist
f in zy im Sinne der Definition 1.4.3 differenzierbar.

Sei umgekehrt f in zy differenzierbar, werde also durch eine affine Funktion f(z)+a(z—2o)
mit a € C beriihrt. Definieren wir A(zy) = a und fir z # 2

AR ORCh

Z— 20

Y

so folgt daraus

f = f(z0) — a(z — )

lim =0
2—20,2#20 Z— 20
und aus der Beriihrenseigenschaft
lim A(z)=a
2—20,2720
und somit die Stetigkeit von A in zj. O

Ist f fiir alle z € U differenzierbar, so erhalten wir eine Funktion

2 f(2) .

Iterativ definiert man die n-te Ableitung f™. Wir setzen f© := f.

Definition 1.4.7
Sei U C C ein Bereich und f : U — C eine Funktion.

1. Eine Funktion heifit im Punkt zy € U holomorph, wenn sie in einer Umgebung von zj
komplex differenzierbar ist.

2. Eine holomorphe Funktion auf einem Bereich U ist eine auf U komplex differenzierbare
Funktion f.

Beispiele 1.4.8.

1. Konstante Funktionen sind holomorph auf ganz C. Ist f(z) = ¢ fir alle z € C, so gilt fiir
jedes zg € C

f(z) = f(20) + 0(z — 2)
FEs ist also f'(z9) = 0.

2. Ebenso zeigt man direkt die Holomorphie der Funktion f(z) = z.
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3. Die tberall stetige Funktion f(z) = Z ist nirgendwo komplex differenzierbar. Wire diese
in zg = xg + iy komplex differenzierbar, so wiirden wir eine stetige Funktion A finden,
fur die auf komplexen Zahlen der Gestalt z = x + iyy mit x # xo gelten muss

f(z) =2 —1iyo = xg — iyo + A(2)(x — x0) ,

also A(z) =1 fir alle z = x + iyg mit © # xo. Fiir kompleze Zahlen der Gestalt xo + iy
aber wiirden wir dagegen finden:

xo — iy = xo — iyo + A(2)i(y — wo) ,

also A(z) = —1 firy # yo . Eine solche Funktion A(z) kann aber in (zo,yo) nicht stetig
fortgesetzt werden.

4. Man iberlege sich, dass die Funktion f: C — C mit f(z) = |z|* im Punkt 2 = 0 komplex
differenzierbar, aber nirgends holomorph ist.

Die folgenden Sétze kennen wir aus der reellen Analysis. Sie gelten insbesondere fiir Funk-
tionen f: C — C.

Satz 1.4.9.
Seien E, F komplere Banachrdume und U C E offen. Die Funktionen f,g,: U — F seien in
20 € U komplex differenzierbar. Dann gilt

1. Die Summe [ + g ist in zg komplex differenzierbar mit
(f +9)(20) = f'(20) + g'(20)

2. Fs gilt die Produktregel: sind E, F,G Banachrdiume und ist m : E x F' — G eine stetige
bilineare Abbildung. Dann ist diese Abbildung in jedem Punkt (xo,y0) € E X F differen-
zierbar und thre Ableitung ist die lineare Abbildung

ExF — G
(Svt) = m<x0at)+m(57y0) :

Denn aus der Bilinearitit folgt
m(xg + s,yo +t) — m(xo,t) — m(s,yo) — m(zo,yo) = m(s,t),
was sich wegen der Stetigkeit von m mit einer positiven Konstante ¢ > 0 abschdtzen ldsst:
|m(s,t)] <c-|s|-|t| .
Hieraus folgt die Bertihrungseigenschaft.

3. Es seien E, F,G komplexe Banachrdume und f : U — V und g : V — G Funktionen
auf zwei offenen Teilmengen U C E und V C F. Es sei die Funktion f in zy und g in
wo := f(z0) komplex differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion go f in z
komplex differenzierbar und es gilt die Kettenregel

(g0 f)(20) = ¢'(wo) o f'(20) -

4. Insbesondere gilt fiir zwei Funktionen f,g : U C C — C: Das Produkt f - g ist in zg
komplex differenzierbar und es gilt die Leibniz-Regel

(f - 9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)
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5. Ist dberdies f(z9) # 0, so ist die Funktion 1/f in einer Umgebung von zy definiert und in
zo komplex differenzierbar mit Ableitung

Aus diesen Sétzen folgt sofort:

Satz 1.4.10.

1. Polynomiale Funktionen in z, p(z) = >
Funktionen. Es ist

oz, mita, € C, sind auf ganz C holomorphe

n

P (z) = Z va,z"t .

v=1

2. Rationale Fuktionen sind auf ihrem Definitionsbereich holomorph. Die Ableitung einer
rationalen Funktion ist eine rationale Funktion.

Definition 1.4.11
Eine Abbildung f : U — V zwischen zwei Bereichen U,V C C heifit biholomorph, wenn sie
bijektiv ist und sowohl f als auch die Umkehrfunktion f~! holomorphe Funktionen sind.

Wie in der reellen Analysis zeigt man

Satz 1.4.12.
Die Abbildung f : U — V ist genau dann biholomorph, wenn f holomorph und bijektiv ist, f=*
stetig ist und auf ganz U gilt f'(2) # 0. Dann ist

(f ) (w) = mit w = f(z) .

1
f'(2)
Wir wollen nun die Beziehung zwischen der komplexen Differenzierbarkeit einer Funktion f :
C — C und der reellen Differenzierbarkeit der zugehérigen Funktion f : R? — R? untersuchen.

Satz 1.4.13.
SeiU C C offen, zo € U und f : U — C. Man schreibe f(z,y) = u(z,y)+iv(x,y) mit z = x+iy,
und (z,y) € R?, sowie u(x,y),v(x,y) € R.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f st in zog komplex differenzierbar.

2. f st in (wo,yo) reell-differenzierbar wund es gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen:

ou ov

%(fojyo) = 8—y(9€0,yo)
O o) = — o (z0,10)
y Zo,Yo) = or Zo, Yo

Beweis.
Sei f in zy komplex differenzierbar und A := f’(zy) € C. Das ist genau dann der Fall, wenn

0 = limg 0T — fz0) = At
o ]

(1)
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gilt. Wir spalten in Real- und Imaginéarteil auf:
A=a+if und t = h + ik

und somit

At = ah — Bk +i(ak + Bh) .

Da eine komplexwertige Funktion genau dann konvergiert, wenn ihr Real- und Imagin arteil
konvergieren, ist (1) dquivalent zu

u(o + h,yo + k) — u(zo, o) — (ah — Bk)

li N =0

lm(hyk) 0 ‘(h, k)| (2)
i v(wo + h,yo + k) — v(xo, y0) — (ak + Bh) 0

1m(h,k)—>0 |(h k)| -

Mit den linearen Abbildungen
Lis:R* =R,

die durch
Li(h,k) :=ah—pk und  Lao(h, k) := ak + Sh

gegeben sind, folgt aus den Gleichungen (2), dass die Funktionen w,v : R? — R in (g, yo)
differenzierbar sind. Der Vergleich der Koeffizienten von A und k in L; und Ly zeigt, dass
komplexe Differenzierbarkeit dquivalent zu den Gleichungen

%(530,3/0) = a = g_;}(xo,yo)
g—”;(xo,yo) = -6 = —%(xoayo)
ist. O

Man beachte, dass wir auch die folgende Identitét mitbeweisen haben:

, ) 0 0 0
() =A=a+if = a—z(xmyo) +18_2($0,y0) = 8_£($0,y0) .

Als einfache Folgerung haben wir das

Korollar 1.4.14.
Sei U C C ein Gebiet und sei f: U — C auf U holomorph und f'(z) = 0 fir alle z € U. Dann
ist [ auf U konstant.

Beweis.
Nach dem vorangegangenen Satz 1.4.13 ist dann f auf U differenzierbar und es gelten fiir
f = u+iv die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Uy =v, und u, = —v,

sowie f" = u, + iv,. Aus f' = 0 folgt somit u, = v, = 0 und aus den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen das Verschwinden aller partiellen Ableitungen. Nach einem Satz aus
der Analysis folgt auf dem Gebiet U daher, dass die reellen Funktionen v und v und somit
auch f auf U konstant sind. O
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1.5 Mobiustransformationen und die Riemannsche Zahlensphire

Wir wollen rationale Funktionen f : C — C der speziellen Form

az+b
cz+d

f(z) =

mit a, b, ¢,d € C und ad—bc # 0 untersuchen. Die Bedingung ad—bc = 0 garantiert hierbei, dass
der Nenner nicht identisch verschwindet und dass auch der Zahler kein konstantes Vielfaches
des Nenners ist.

Ist ¢ =0, so ist f auf ganz C holomorph und bildet C biholomorph auf sich ab. Fiir ¢ # 0
heiBt f gebrochen lineare Funktion und ist auf C\ {—<%} definiert. Fiir w # ¢ existiert eine

Umkehrfunktion: ) d
f7C\ {2 — C\{-¢
dw—b )
w =
—cw + a

so dass f eine biholomorphe Abbildung von U := C\ {—4} nach V = C\ {%} vermittelt.

Lemma 1.5.1.

1. Sei z, eine Folge komplexer Zahlen mit lim, . 2z, = —%l und z, # —%. Dann gilt
lim, o | f(2,)] = +00.

2. Sei z, eine Folge komplexer Zahlen in U mit lim, . |2,| = +00 und z, # 0, so gilt

a+b/z, a

J(z) = c+d/z, e

Dies legt es nahe, die komplexe Zahlenebene um einen Punkt zu erweitern:

Definition 1.5.2

Wir setzen C := C U {oo} und nennen oo den “unendlich fernen Punkt”. Wir setzen die
Topologie von C fort, indem wir eine Teilmenge M C C eine Umgebung von oo nennen, wenn
es eine kompakte Teilmenge K von C gibt, so dass C\ K C M. Umgebungen von z € C sind
nach wie vor Mengen, die eine Kreisscheibe um z enthalten. Der topologische Raum C heifit
abgeschlossene Ebene oder Riemannsche Zahlensphiéire.

Bemerkungen 1.5.3.

1. Man tberzeuge sich, dass dies eine Topologie auf@ definiert, deren offene Mengen genau
die offenen Mengen in C und die Komplemente in C von Kompakta in C sind.

2. Der Punkt oo ist zu unterscheiden von den Punkten £o0o, die bei der Vervollstindigung
der reellen Zahlengerade R auftreten.

3. Die Bezeichnung Riemannsche Zahlensphdre hat ihren Ursprung in der folgenden Kon-
struktion: identifiziere im R3 mit Koordinaten x,,xs, x5 die kompleve Ebene C mit der
(21, 29)-Ebene.

Die zwei-dimensionale Standardsphdre

S .= {(z1, 22, 23) € R3 | xf +x§ +x§ =1}

20



projizieren wir vom Nordpol N = (0,0, 1) aus stereographisch auf C:

p:SP\{N} — ¢

(1’1,1’2,1'3) — R(l’l +1£L’2) .

Diese Abbildung ist stetig. Auch die Umkehrabbildung
e 1:C — S%\{N}

z +iy (2z,2y,2° + y* — 1)

?2+y?+1

ist stetig. Durch die Fortsetzung ¢ : S* — C mit P(N) = oo konnen wir C als topologi-
schen Raum mit der Sphire S* identifizieren.

4. Insbesondere ist der topologische Raum C als homdoomorphes Bild der beschrdnkten und
abgeschlossenen Menge S* C R kompakt.

5. Wir setzen nun auch f fort durch

D =00 und  foo)="

c
zu einer stetigen Bijektion von C. Im Falle ¢ = 0 setzen wir f(o0) = 0.

6. Diese Abbildungen heiffen Mdobius- Transformationen von C.

7. Wir betrachten die Abbildung in die Homdomorphismen von C:

A

GL(2,C) — Hom(C)
a b ( az + b)
— (2
c d cz+d
Dies st ein Gruppenhomomorphismus, dessen Kern die nicht-verschwindenden Vielfa-
chen der Einheitsmatriz sind.

8. Die Mdbiustransformationen bilden als Bild eines Gruppenhomomorphismus eine Gruppe.

9. Besonders einfache Mobiustransformationen sind die Translationen
z—z4+b mit beC

die Drehstreckungen
zr—az mit a € C\ {0}

und die Inversion ]

Zh — .
z

Aus diesen lisst sich jede Mdébiustransformation zusammensetzen: fiir ¢ # 0:
d bc — ad d bc — ad d a az+b

-1 -1 -1
ZP—>Z+EP—>(Z+E) — 2 (Z‘f‘z) — 2 (Z+Z) +E_cz+d

Satz 1.5.4.
Jede Mobiustransformation ist durch die Angabe der Bilder dreier verschiedener Punkte aus C
eindeutig festgelegt.
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Beweis.

1. Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, dass jede Mobiustransformation T # id genau einen
oder zwei Funkpunkte hat. Fiir T2 = az 4+ b ganz sind dies oo und fiir @ # 1 der Punkt
z="5b/(1—a). Fir Tz = Z‘jjrrs sind die Fixpunkte genau die Losungen der quadratischen
Gleichung

24+ (d—a)z=0b.
2. Gilt Tz, = Tz, fir drei verschiedene Punkte 21, z5 und z3, so hat Tz’loTl drei Fixpunkte,
ist also die Identitét.
O

Wir wollen nun zeigen:

Satz 1.5.5.
Sind (21, 22, 23) und (w1, we, ws) zwei Tripel paarweise verschiedener Punkte von (@, so gibt es
genau eine Mobiustransformation T mit Tz; = w;.

Dazu definieren wir

Definition 1.5.6
Fiir vier paarweise verschiedene Punkte z, z1, zo, 23 € C heifit

Z— z Z9 — 21
DV (z, 21, 29, 23) = :

Z— 23 29— 23

das Doppelverhaéltnis der vier Punkte.
Hierbei definieren wir im Fall z, = oo das Doppelverhéltnis durch den Grenzwert fiir z,, — o0

und erhalten:

DV(o0, 21, 22, 23) = Z : Z’
DV(z,00,29,23) = '22__;3
DV(z,2z1,00,23) = Z:Z
DV(z,z1,29,00) = 2’22_—2211

Beweis.
Man beachte, dass
z +— DV(z, 21, 22, 23)
die Mobiustransformation ist, die 21, 29, 23 auf die Punkte 0, 1, oo abbildet.
Ti(z) .= DV(z, 21, 22, 23) bzw. Ty(2) := DV (z, wy, wy, w3) bilden (z1, 29, 23) bzw. (wq, wy, w3)
auf (0,1,00) ab. Also leistet 75 o T, ! das Gewiinschte. O

Es gilt

Satz 1.5.7.
Es seien z1, 2o, 23 drei paarweise verschiedene Punkte in C. Dann gilt fiir jede Mébiustransfor-

mation T R
DV(z, 21, 29,23) = DV(T2,T2,,T2,Tz3) fiir alle ze€C.
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Beweis. R
Fiir gegebene zq, 29, 23 € C ist die Abbildung
C

S:C
z DV(Tz, Tz, Tz, Tz3)

N
—
offenbar eine M&biustransformation, fiir die gilt

Sz1=0, Szm=1, Sz=0x.
Also ist sie gleich der Mobiustransformation z — DV(z, 21, 29, 23). O

Indem man Translationen, Drehstreckungen und die Inversion einzeln betrachtet, sicht man
leicht:

Satz 1.5.8.
Mobiustransformationen fiihren Geraden und Kreislinien tiber in Geraden oder Kreislinien.

Es gilt

Satz 1.5.9. A
Durch drei verschiedene Punkte z1, 2o, 23 € C geht genau eine Kreislinie oder Gerade.

Beweis.

Wir konnen die drei Punkte durch eine Moébiustransformation 7' auf 0, 1, oo abbilden. Durch
diese Punkte geht genau eine Gerade, die nach Satz 1.5.8 durch 7! auf einen Kreis oder eine
Gerade abgebildet wird. O

Satz 1.5.10.
FEin Gebiet G C C werde von einer Kreislinie K oder einer Geraden (unter Einschluss von oo)
berandet. Dann gibt es eine lineare Transformation, die G auf die obere Halbebene abbildet.

Beweis.

Ist T die Mébiustransformation mit 7K = R U {cc}, so muss T'G entweder die obere oder die
untere komplexe Halbebene sein. Durch Komposition mit der Mébiustransformation z +— 271
kann man im zweiten Fall erreichen, dass das Bild wirklich die obere Halbebene ist. O

Beispiel 1.5.11.
Die Abbildung
1=z
i
1+z
bildet das Innere des Einheitskreises auf die obere Halbebene ab: wegen T'(1) = 0,7(i) =1 und
T(—1) = oo ist das Bild des Einheitskreises die reelle Achse. Wegen T'(0) = 1 muss das Bild
des Inneren des Einheitskreises die obere Halbebene sein.

T:z~ DV(z1,i,—1) =
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2 Analytische Funktionen

2.1 Reihen

Wir werden unendliche Reihen zur Definition von Funktionen verwenden. Hierfiir brauchen
wir zunédchst einige Aussagen, die fiir reellwertige Reihen aus der Analysis bekannt sind. Diese
Aussagen gelten allgemein fiir Reihen mit Werten in einem Banachraum. In diesem Kapitel sei
mit £ ein komplexer oder reeller Banachraum bezeichnet. Mit K bezeichnen wir den Korper
der reellen oder komplexen Zahlen.

Definition 2.1.1
1. Unter der unendlichen Reihe Y | a, mit Werten a, € E versteht man die Folge (S,)nen

der Partialsummen S, :=>_"_ a,.

2. Ist die Folge der Partialsummen konvergent, so heifit die Reihe konvergent. Ist S =
lim,_ S,, so schreibt man
S = Za,, .
v=1

Wir werden, etwas unsauber, den Ausdruck )" -, a, sowohl fiir die Reihe selbst als auch,
wenn sie konvergiert, fiir ihren Grenzwert verwenden.

3. Ist die reellwertige Reihe Y 7 |a,| konvergent, so heifit die banachraumwertige Reihe
>->° | a, absolut konvergent

Beispiel 2.1.2.
Sei z € C mit |z| < 1. Betrachte die geometrische Rethe Y >~ 2". Es gilt

Zn+1 -1

Sp=14z+224+... +2"="-—_—,
z—1

Wegen |z| < 1 gilt lim,, o, 2" = 0, also folgt
o 1—=2
Wir erinnern an die aus der Analysis bekannten Gesetzm éligkeiten. Alle Reihen nehmen da-

bei Werte in einem reellen oder komplexen Banachraum an, soweit nichts anderes vorausgesetzt
wird.

Satz 2.1.3.
1. Ist die Reihe > 7, a, konvergent, so ist a, eine Nullfolge.

2. Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz. (Hierfir ist die Vollstandigkeit von E we-
sentlich.)

3. Es gelten die tiblichen Konvergenzkriterien:

e Das Majorantenkriterium: Seiy ¢, eine konvergente reellwertige Reihe mit lauter
nicht-negativen Gliedern und (a,) eine Folge in E mit |a,| < ¢,. Dann konvergiert
die Reihe ) >, a, absolut. Man nennt dann die Reihe ) . ¢, eine Majorante der

Reihe Y7 an.
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e Das Wurzelkriterium: Sei » - a, eine Rethe, fir deren Glieder die Abschitzung

limsup{/|a,| <1

gilt, so ist die Reihe absolut konvergent. Dies folgt durch einen Vergleich mit der
geometrischen Reihe aus dem Majorantenkriterium.

e Das Quotientenkriterium: Sei Y~ a, eine banachraumwertige Reihe. Es gebe eine
reelle Zahl 6 mit 0 < 0 < 1, so dass

lani1| < Ola,|  fir alle n > ng

00
=0

gilt. Dann konvergiert die Reihe ), a, absolut. Dies folgt wiederum durch Ver-
gleich mit der geometrischen Reihe aus dem Majorantenkriterium.

Der Begrift der absoluten Konvergenz ist deshalb wichtig, weil man nur absolut konvergente
Reihen umordnen kann:

Satz 2.1.4 (Kommutativitdt absolut konvergenter Reihen).
Ist > s an eine absolut konvergente banachraumwertige Reihe und o eine bijektive Abbildung
von Ny auf sich, so die Reihe Y " b, mit b, = ay(n) ebenfalls absolut konvergent, und es gilt

ZZ‘;O Qn = ZZO:O bn.

Man kann den Begriff einer absolut summierbaren Familie von Elementen eines Banach-
raums FE einfithren: dies sind abzihlbare Familien von Elementen von FE, fiir die die durch
eine Abzdhlung gewonnene Reihe absolut summierbar ist. Eine solche Familie ist dann fiir alle
Abzahlungen absolut summierbar mit gleichem Grenzwert.

Fiir solche Familien gilt auch ein Assoziativgesetz:

Satz 2.1.5 (Assoziatividt absolut konvergenter Reihen).
Es sei (x4)aca eine absolut summierbare Familie von Elementen eines Banachraumes E. Ferner
sei (Bp)nen €ine Folge nicht-leerer Teilmengen von A derart, dass A = U, B, und B, N B, =
fiir p # q gilt. Dann sind alle Reihen

Zn = Z Tq

aEBn
absolut konvergent und es gilt
S =Y
n=0 acA

Schliefflich kann man fiir absolut konvergente Reihen das Cauchy-Produkt einfiihren:

Satz 2.1.6.

Seien E, F, G Banachrdume undm : ExF — G eine stetige bilineare Abbildung. Es sei ), ay
eine absolut konvergente Reihe mit Werten in E und Y . b, eine absolut konvergente Reihe
mit Werten in F'. Dann konvergiert auch die Rethe mit Glied

Cp = Z m(ag, by)

k+l=n

die Werte im Banachraum G annimmt, absolut, und es gilt
> (30
n=0 n=0 n=0
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Wir wollen nun Reihen benutzen, um interessante holomorphe Funktionen einzufiihren.
Dafiir brauchen wir den Begriff der gleichmé&figen Konvergenz:

Definition 2.1.7

1. Sei A eine Menge und sei (f,,)nen eine Folge von Abbildungen f,, : A — M mit Werten in
einem metrischen Raum M . Dann heiBt die Folge ( f,)nen gleichméBig konvergent, wenn
es eine Abbildung f : A — M gibt, so dass es fiir jedes ¢ > 0 ein N = N(e¢) € N gibt mit

dist(fn(2), f(2)) <€

fiir alle n > N und alle z € A.

2. Sei A nun ein topologischer Raum. FEine Folge von Abbildungen f, : A — M fiirn € N
heift lokal gleichméfig konvergent gegen f, wenn jeder Punkt zy € A eine Umgebung
V(z0) C A besitzt, auf der (f,) gleichméBig gegen f konvergiert.

Wie in der Vorlesung Analysis I beweist man den folgenden Satz

Satz 2.1.8.

Sei A ein topologischer Raum und M ein metrischer Raum. Ist die Folge (f,)nen von Abbil-
dungen f, : A — M auf A lokal gleichmdf$ig konvergent gegen f : A — M und sind alle f,, auf
A stetig, so ist auch f auf A stetig.

Wir betrachten nun unendliche Folgen und Reihen von Funktionen mit gemeinsamen Defini-
tionsbereich und formulieren das Cauchy-Kriterium und das Majorantenkriterium. Sie werden
wie in der Vorlesung Analysis I bewiesen.

Lemma 2.1.9 (Cauchy-Kriterium).

Sei E ein vollstindiger metrischer Raum. Eine Folge (fn)neny von Funktionen f, : A — E ist
auf A genau dann gleichmdflig konvergent, wenn es fiir jedes € > 0 ein N = N(¢) € N gibt, so
dass fir alle m,n > N und alle z € A gilt

dist(fin(2), fn(z)) <€ .

Lemma 2.1.10 (Majoranten-Kriterium).

Sei U C C ein Gebiet und f, : U — E eine Folge banachraumwertiger Funktionen. Fs sei die
reellwertige Rethe Y a, eine Majorante der Reihe > >~ f,(2), d.h. es gelte fir alle z € U
und alle v die Ungleichung

1f(2)] < a .

Konvergiert dann die Reihe > " a,, so ist die Reihe Y o> f,(2) auf U gleichmdfig absolut
konvergent, d.h. > >~ |f.(z)| < 0o und somit ist > -, f,(z) auch auf U gleichmdflig konver-
gent.

Beweis.
Nach dem Majorantenkriterium fiir Reihen existiert fiir jedes z € C der Grenzwert
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und die Reihe ist fiir jedes 2z absolut konvergent. Wegen

F(2) =D LEI=1 Y A< D 1LEIS )] lal

kann die Abschitzung des Restglieds der Reihe Y 7 f,(z) unabhingig von z durch die
Abschétzung des Restglieds der Reihe 7 | a, vorgenommen werden. O
Es folgt also insbesondere, dass die geometrische Reihe auf abgeschlossenen Kreisscheiben vom
Radius strikt kleiner als 1 um den Ursprung gleichm&fig absolut konvergent ist.

2.2 Potenzreihen

Wir benutzen in diesem Kapitel Reihen mit Werten in einem Banachraum FE, um Funktionen
auf C" oder R"™ einzufithren. Wir verwenden K fir R oder C und beschranken uns meist auf
den Fall n = 1.

Definition 2.2.1
FEine unendliche Reihe der Form

oo
Z a,(z — zo)"
v=0

mit a, € E heifit Potenzreihe mit den Koeffizienten a,, um den Entwicklungspunkt zy € K. Die
Menge der z € K, fiir die die Reihe konvergiert, heifit der Konvergenzbereich der Reihe.

Wir wollen untersuchen, wo Potenzreihen konvergieren, ob sie gegen eine holomorphe Funk-
tion konvergieren und was in diesem Fall die Ableitung ist.

Lemma 2.2.2 (Abelsches Lemma).
Es sei E ein Banachraum und zy,z € K. Die Potenzrethe Y - a,(z — z9)” sei an der Stelle
z = z1 konvergent. Wir setzen 11 := |z1 — zo|. Dann gilt

1. Die Potenzreihe konvergiert absolut fir alle z € U,,(2).

2. Die Reihe konvergiert gleichmdfig absolut auf jeder abgeschlossenen Kreisschreibe |z —
20’ < p<Tr.

Beweis.
Da die Potenzreihe > 7 a,(z — 29)” fiir z = z; konvergiert, bilden ihre Glieder eine Nullfolge,
sind also insbesondere beschrénkt. Es gibt also eine reelle Zahl ¢ > 0, so dass
|ay|r} = lay(z1 — 20)"| < ¢
fiir alle v € Z>(. Ohne Einschrankung sei m > 0; wir haben also die Abschétzung
la,| < % fir alle v .
1
Fiir |z — 29| < p < ry erhalten wir daraus die Abschétzung
14 12 c 14 v
(e = 20" = laullz = 2ol < o = cq
1

mit q := %. Wegen 0 < p < rp ist 0 < ¢ < 1. Also ist die geometrische Reihe Y  ¢” eine
konvergente Majorante fiir die Potenzreihe und wir wenden Lemma 2.1.10 an. O

27



Satz 2.2.3.
Zu jeder Potenzreihe Y~ a,(z — z0)” auf K mit Werten in einem Banachraum E existiert
genau ein r € [0,00], der Konvergenzradius der Potenzreihe, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe |z — zo| < p < r ist die Reihe gleichmdf$ig absolut
konvergent.

2. Fir |z — z| > r ist die Reihe divergent.

Es qilt die Formel von Cauchy-Hadamard

-1
r= <lim sup +/ ]al,]>

V—00

Bemerkungen 2.2.4.

1. Wir erinnern an die Definition des limes superior einer Folge reeller Zahlen als grifster
Grenzwert aller konvergenten Teilfolgen. Hier haben wir es mit Folgen nicht-negativer
reeller Zahlen zu tun, so dass der limes superior genau dann existiert, wenn die Folge
nach oben beschrinkt ist. Ist sie dies nicht, so setzen wir den limes superior gleich oo.
Fiir konvergente Folgen fallen limes superior und Grenzwert zusammen.

2. Ist limsup,_, . {/|a,| = 0 oder = oo, so ist der Konvergenzradius r = oo bzw. r = 0 zu
setzen.

3. Die Formel von Cauchy-Hadamard liefert nicht immer einen rechnerisch zweckmdfligen
Weg zur Bestimmung des Konvergenzradius.

Beweis.
Die erste Aussage folgt schon aus dem Abelschen Lemma 2.2.2. Sei

-1
7= (lim sup \”/|a,,|)

V—00

1. Wir betrachten zunéchst den Fall 0 < 7 < oo und wéhlen ein rg mit 0 < rg < 7. Es gilt

also
= lim sup +/|a,| <

1
v—00 To

S| =

Daher existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

{L/— 1 1
|an|<r—o<:>|an|<r—n.

0

Hieraus folgt die Abschétzung

n ‘Z_ZO‘ "
|an(z — 20)"| < | —— ]

To

woraus fiir alle z mit |z — z9| < 79 nach dem Majorantenkriterium durch Vergleich mit
der geometrischen Reihe die gleichméflige absolute Konvergenz der Reihe folgt. Da rg mit
0 < 1y < 7 beliebig gewihlt war, folgt die Konvergenz der Potenzreihe Y >° a,(z — zo)”
fir alle z mit |z — 29| < 7. Wir haben somit die untere Abschitzung 7 < r an den
Konvergenzradius r.
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2. Sei nun 7 endlich, 0 < 7 < oo und wiahle ry mit 7 < rg. Das heif3t aber

1 1
— < — =lim sup {/|a,| .
Daher existiert eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen ny,no, ..., so dass
1 EN
T_O < |a”p|np
fiir alle p € N, also
1
(To)"p < |anp| ’

Fiir |z — 29| > 1o folgt daher fiir alle p € N
|an, (2 — 20)""| > 1,

so dass die Potenzreihe )" a,(z — zp)" schon deswegen nicht konvergent sein kann, weil
ihre Glieder keine Nullfolge sind. Da ry beliebig mit r» < rq war, folgt die Divergenz der
Potenzreihe Y 7 ja,(z — 2z)” fiir alle z mit |z — 29| > 7. Wir haben somit die obere
Abschétzung 7 > r an den Konvergenzradius r.

Beispiele 2.2.5.

1. Die Rethe Y " n"z" hat wegen limsup {/n" = limsupn = oo den Konvergenzradius
r=0.

2. Die Exponentialrethe Y~ | % hat wegen des Quotientenkriteriums Konvergenzradius r =
00.

Satz 2.2.6 (Isoliertheit der Nullstellen).

Die Potenzreihe f(z) = Y - a,(z — 2z0)” auf K mit Werten in einem Banachraum E habe
Konvergenzradius v > 0. Falls nicht alle Koeffizienten a, gleich Null sind, so existiert ein
" <r, so dass fir alle z € C mit 0 < |z — 29| <1 der Wert f(z) von Null verschieden ist.

Beweis.
Sei h die kleinste natiirliche Zahl mit a; # 0. Dann schreibe

f(2) = (2= 20)"(ap + apsi(z — 20) +...) ;

die Reihe ¢(2) = ap + aps1(z — 20) + ... konvergiert dann auch dort gleichméBig, wo f
konvergiert und definiert eine stetige Funktion. Wegen ¢(zo) # 0 gibt es also ein 7’ > 0, so dass
g(z) # 0 fiir alle z mit |z — zo| <’ erfiillt ist. O

Korollar 2.2.7.

Sind zwei Potenzreihen f,q auf der gleichen Kreisschreibe mit dem Mittelpunkt zo als Ent-
wicklungspunkt absolut summierbar und stimmen ithre Werte dort diberein, so stimmen alle thre
Koeffizienten tiberein.
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Beweis.
Betrachte f(z) — g(z) = Y02 (an — by)(z — 20)". Wéren nicht alle Koeffizienten dieser

n=0
Potenzreihe gleich Null, so wére nach Satz 2.2.6 die Funktion f(z) — ¢g(z) auf einer punktierten
Umgebung von z; ungleich Null. O

Eine wichtige Eigenschaft von Potenzreihen ist die Tatsache, dass man sie ineinander ein-
setzen kann.

Betrachtung 2.2.8.
Sei die Potenzreihe g(u) = Y 0" byu™ mit b, € K auf einer offenen Kreisscheibe um 0 € K
absolut konvergent. Bezeichne die absolut konvergente Reihe mit

G(u) =Y |bu|u"
n=0

Sei .
f2) =) an"
n=0

eine weitere Potenzreithe mit Werten in einem Banachraum E und Konvergenzradius r um
z = 0. Ersetzen wir in dem Monom a,z" die Variable z durch die Reihe g(u), so erhalten wir
formal ein n-faches Produkt von Reithen. Wir fiihren daher fir jedes n-Tupel natirlicher Zahlen
= (pn) € N das Monom

tu(u) == a, H by, uM*
k=1
mit Werten in E ein.

Satz 2.2.9.
Sei s > 0 gegeben mit G(s) < r. Dann ist fir jedes u € Ds(0) die Familie t,(u) absolut
summierbar, wobei p iber die Vereinigung A = U,e NN lduft, und die Summe ist gleich f(g(u)).

Beweis.

Wenn wir die absolute Konvergenz bewiesen haben, folgt die Gleichheit aus dem Assoziativit &ts-
gesetz 2.1.5 fiir absolut konvergente Reihen auf die Familie A, := N". Die absolute Konvergenz
aber folgt aus der Abschétzung fiir jede endliche Teilmenge B C A

Y (W) < Jan|G(s)"

BNN7™

und wegen der Voraussetzung 0 < G(s) < r ist die rechte Seite dieser Ungleichung der
Summand zum Index n an der Stelle z = G(s) der absolut summierbaren Familie |a,|z". O

Korollar 2.2.10.

Gehort g(0) € D,.(0), so existiert eine kleine Kreisscheibe D in K um 0 derart, dass fir u € D
die Potenzreihe g mit Werten in C in eine Potenzrethe f mit Werten in E mit Konvergenzradius
r eingesetzt werden darf.
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Beweis.
Nach Definition ist G(0) = |¢g(0)|. Da G’ im Punkt 0 stetig ist, folgt die Existenz von s > 0 mit
G (s) < r unmittelbar aus der Voraussetzung G(0) < r. O

Wir wollen nun den Begriff der Potenzreihe benutzen, um eine wichtige Funktionenklasse
einzufiihren.

Definition 2.2.11
1. Sei U C K offen. Wir nennen eine Abbildung f : U — FE in einen Banachraum E

analytisch, wenn zu jedem Punkt zy € U eine offene Kreisschreibe D.(zy) C U existiert,
so dass auf D.(zy) der Wert von f gleich einer absolut summierbaren Potenzreihe in der
Variablen z — z; ist.

Auf Grund von Korollar 2.2.7 ist diese Potenzreihe eindeutig bestimmt.

2. Eine Funktion f heifit ganz , wenn sie gleich einer Potenzreihe ist, die auf dem ganzen
Raum K absolut summierbar ist.

Polynomiale Funtionen sind offenbar ganze Funktionen. Es ist hier noch nicht klar, dass
absolut summierbare Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradius analytische Funktionen
liefern. Dies zeigt der folgende

Satz 2.2.12.
Die Potenzreihe f(z) = Y~ a,2" mit Werten in einem Banachraum E sei auf einer Kreis-
scheibe um den Ursprung 0 € K mit Radius v absolut summierbar. Dann ist f(z) auf D,(0)
analytisch.

Genauer gesagt ist f(z) fir jeden Punkt b € D,(0) gleich der Summe einer auf der Kreis-
schreibe D,_p(b) absolut summierbaren Potenzreihe in z — b.

Beweis.
Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.2.9 mit g(u) = b+ u. Dann ist ndmlich G(u) = |b| + u, und
die Bedingung G(s) < r ist dann dquivalent zu s < r — |b|. O

Man {iberlege sich, dass Linearkombinationen analytischer Funktionen wieder analytisch
sind. Der Konvergenzradius der Reihe ) a, 2" + > b,2" ist grofler oder gleich dem Minimum
der Konvergenzradien. Wir ziehen noch eine Folgerungen fiir analytische Funktionen aus dem
Einsetzungsprinzip fiir Potenzreihen:

Bemerkungen 2.2.13.

1. Seien A C K und B C K offen. Sei g : B — K analytisch und das Bild von g in A
enthalten. Dann ist fiir jede analytische Abbildung f : A — E die Abbildung fog: B — F
auf B analytisch.

2. Die Aussage gilt auch in mehreren Variablen:
Seien A C KP und B C K7 offen. Sei g, : B — K fir 1 < k < p eine Familie
analytischer Funktionen und das Bild von (g1, ...g,) in A enthalten. Dann ist fir jede
analytische Abbildung f : A — E mit Werten in einem Banachraum E die Abbildung
flg1,-..9p) : B— E auf B analytisch.
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3. Insbesondere gilt: ist f auf A C KP analytisch, so ist fir jede Familie (ag41,agt2, - .- ap)
von p — q Skalaren die Abbildung

(Zh Ry e 7Zq) = f(Zlv 225+ o5 Rqy Qg1 Agy2, - - - ap) )
die man durch Festhalten von Argumenten erhdlt, auf einer offenen Menge in K? analy-
tisch.

4. Es seien z, = xy + iy, mit reellen x,y, € R. Ist f analytisch auf A C CP, so ist

(ajlayla T2,Y2, ... >wp7yp) = f(xl + iyh cee 7xp + lyp)
auf der als offene Teilmenge von R* angesehenen Menge A analytisch.

Um dies zu sehen, betrachte auf einer offenen Teilmenge B C C? das Urbild von f unter
der Abbildung

C2p — (Cr

(ur,v1, ... up,vy) = (ug +ivy,. . up +1ivy) .
Diese Funktion ist auf C* analytisch. Daher ist sie analytisch auf A = B NR?*, wobei
A C CP als Teilmenge von R? angesehen wird.

Wir wollen abschlieBend noch kurz erkldren, warum das Einsetzungsprinzip so wichtig ist.

Betrachtung 2.2.14.
Sei U C K™ offen. Betrachte eine Klasse F(U) von Funktionen auf U. Das kénnen etwa sein

die auf U stetigen, differenzierbaren, holomorphen oder eben die analytischen Funktionen.
Sei nun V' C K™ ebenfalls offen und

U=V

eine stetige (bzw. differenzierbare oder holomorphe) Abbildung. Auf Grund der Kettenregel ist
dann fir jedes o € F (V') die Funktion f*(p) auf V wieder stetig (bzw. differenzierbar oder ho-
lomorph). Bei analytischen Funktionen leistet dies gerade das Finsetzungsprinzip. Wir erhalten
so eine wohlbestimmte Abbildung

f*: F(V) — F(U)
p — pof

Man iiberlege sich, dass fiir diese Abbildungen gilt (f o g)* = g* o f*.

Man kann also lokal definierte Funktionenrdume entlang hinreichend guter Abbildungen
zuriickziehen. Dies wird wesentlich sein, wenn wir global definierte analytische Funktionen
einfiihren.

2.3 Differentiation von Potenzreihen und analytischen Funktionen

Wir wollen nun Differenzierbarkeitseigenschaften von Potenzreihen untersuchen. Wieder sei
K =R,C und FE ein komplexer oder reeller Banachraum.

Lemma 2.3.1.
Hat die Reihe Y~ a,(z — z9)” mit Werten in einem Banachraum E Konvergenzradius r, so
hat auch die gliedweise abgeleitete Reihe

o0
Z va,(z — z)"
v=0

Konvergenzradius r.
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Beweis.
Wegen /v — 1 fiir v — oo hat die Reihe ) 7 va,(z — z)” nach der Formel von Cauchy-
Hadamard 2.2.3 auch Konvergenzradius r. Wegen

o0

-1
E va,(z — 29)" = (2 — 20) E va,(z — z)"
v=0

konvergiert die gliedweise abgeleitete Reihe fiir ein z # 2y genau dann, wenn die Reihe
Yool o vay(z — zo)” fiir dieses z konvergiert. O

Wir wollen nun zeigen, dass analytische Funktionen differenzierbar sind.

Satz 2.3.2.
Seiy 2 a,(z—2)" eine absolut summierbare Potenzreihe mit Werten in einem Banachraum E
und Konvergenzradius r > 0. Die Funktion f : D,.(zy) — E sei definiert durch die Potenzreihe

oo
g a,(z — z)"

v=0

Dann ist f(z) auf D,.(zo) differenzierbar und es gilt fir z € D,(z)
= Z a,v(z — 2)"
v=0

Beweis.
Nach einer Verschiebung konnen wir ohne Einschriankung 2y = 0 annehmen. Fiir jedes n € N
zerlegen wir die Reihe in die Partialsumme der ersten n Summanden und einen Rest:

f(z) = salz) + Ru(2)
sn(z) == Y.” éal,z
R,(2) == Y a,z”

Nach Lemma 2.3.1 ist die Potenzreihe

(o @)
= E va,z’ "
v=1

fiir |z| < r konvergent. Nach den Rechenregeln fiir die Ableitung von Polynomen ist

fi(z) = lim ) (2) fiir |z| <7 .
n—oo
Wir wihlen ein beliebiges 2y € K mit |z9] < r und zeigen, dass f in z, differenzierbar ist mit
Ableitung fi(zp). Dazu wihlen wir p € R mit |z| < p < r und betrachten z € C mit |z] < p,
2 # zp. Wir formen um

Ha -t — fy () = SnEZ;—+Rn<(Z)§_—S;(ZO)_R”(ZO) — f1(20) (2)=Rn(20)
sn(z)—sn(20 / / Rn(2)—Rn(20
= = 5,(20) + 83,(20) — fi(20) + TS

Wir schétzen drei Terme getrennt in geeigneter Reihenfolge ab:
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1. Es gilt

Rn(2)—Rn(z0) __ Zoo 2 —z
z—2z0 - v=n Y z—z

= 3 a2 2 R b bz R 2T

Aus den Annahmen {iber den Betrag von z und z; folgt daher die Abschétzung

o0

< Z |aV|V:0V—1 .

v=n

zZ— 20

‘Rn(Z) — Rn(20)

Da p < r kleiner als der Konvergenzradius r der Potenzreihe f; ist, gibt es zu jedem
vorgegeben € > 0 ein Ny € N, so dass fiir alle n > N; gilt

oo

L1 €
Zy]ay]p T < 3

Also gilt fiir alle n > Ny und z € C mit |z]| < p und z # zy die Abschitzung
‘Rn(z) — R (20)

Z— 20

€

3

2. Da lim,,_. s/, (20) = fi(z0) gilt, finden wir zu jedem vorgegebenen € > 0 ein Ny € N, so
dass fiir alle n > N, gilt

€

[50(20) = fu(20)] < 3.

3. Sei jetzt ein n > max{Ny, No} gewéhlt. Da das Polynom s,(z) in zy komplex differen-

zierbar ist, existiert zu jedem gegebenen € > 0 ein o > 0, so dass fiir alle z € C mit
0<|z— 2| <0 gilt

$n(2) — $n(20)

Z— 20

<

Wl ™

— s,(20)

Wé&hlt man nun 6 > 0 so klein, dass aus |z — 29| < 0 folgt |z] < p, und wéhlen wir ein
n > max{ Ny, Ny}, so folgt fiir alle diese z

f(z) = f(20) €. €. €
z >~ 7 v - 7 < _ _ R
po—— f1(20) 3+3+3 €
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 2.3.3.
Differenziert man f sukzessive, so erhdlt man durch vollstindige Induktion fir alle z mit |z —
2ol <1

k+1)! k+2)!
f®(2) = klag + ( ; ) aps1(z — 20) + ( ; ) ari1(z —2)2 + ... .
Setzt man speziell z = zy, so folgt f%)(z) = klag, d.h. fir alle k
B f(k)(zo)
ap = T .

Daraus folgt eine “Taylorformel” fir analytische Funktionen:

) (5
f =Y

k
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Wir erhalten somit:

Korollar 2.3.4.

1. Jede auf einer offenen Teilmenge U C K analytische Funktion ist auf U unendlich oft
differenzierbar. Ihre samtlichen Ableitungen sind dann auf U analytisch.

2. Im Fuall K = C ergibt sich, dass analytische Funktionen holomorph sind.

Ein entspechender Satz gilt auch in mehreren Variablen fiir partielle Differenzierbarkeit. Wir
verweisen auf Kapitel 9.3 des Buchs von Dieudonné. Hier behandeln wir noch eine Umkehrung;:

Satz 2.3.5.
Es sei die Potenzreihe Yy  a,2™ auf der Kreisscheibe D,(0) absolut konvergent und definiere
eine analytische Funktion f : D,(0) — E. Dann ist auch die Potenzreihe

f: nilanzn-i-l

n=0

auf D, (0) absolut konvergent und liefert eine Stammfunktion fir f.

Beweis.
Es bleibt nur die Konvergenz der Reihe zu zeigen, die sich aus der Absch étzung

an2n+l

' 1 §|an‘ ‘Zn+1‘

n+1

ergibt. O

2.4 Analytische Fortsetzung

Wir wollen nun, im Komplexen wie im Reellen, das Prinzip der analytischen Fortsetzung un-
tersuchen. Sei wieder K = R, C und FE ein reeller oder komplexer Banachraum.

Lemma 2.4.1.

Sei f(z) =2 gan(z — 2z0)" eine auf der offenen Kreisscheibe D, (zy) und g(z) =Y~y bn(z —
wo)" eine auf der Kreisscheibe D,..(wg) absolut konvergente Potenzreihe. Gibt es eine nicht-leere
offene Teilmenge U C D,(z9) N Dy (wo) auf der f(z) = g(z) gilt, so stimmen die Funktionen f
und g auf dem gesamten Durchschnitt der Kreisscheiben tiberein.

Beweis.

Entscheidend im Argument ist die konkrete Form des Durchschnitts. Es sei v € U und v €
D, (z9) N D, (wy) beliebig. Dann liegt das « und v verbindende Segment auch im Durchschnitt
D, (29) N D,(wp) der beiden Kreisscheiben. Fiir reelles t setze

h(t) == fu+t(v —u)) — glu+t(v—u)) .

Dann ist die Funktion h(t) auf einer offenen Teilmenge, die das Interval [0, 1] enthélt, definiert
und analytisch. Sei A die abgeschlossene Teilmenge der ¢ € [0, 1], auf der h(s) = 0 fiir alle
0 < s < tgilt. Da U offen ist, liegt in A eine offene Umgebung von 0, daher ist die obere
Grenze p von A strikt positiv. Aus Stetigkeitsgriinden ist aber auch h(p) = 0.
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Da h analytisch ist, gibt es eine Potenzreihenentwicklung im Punkt p, die fiir |t — p|
hinreichend klein gegen h konvergiert. Aus dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen 2.2.6
folgt dann aber, dass h(t) fiir [t — p| hinreichend klein gleich Null ist. Wére nun p < 1, so
wiirde dies der Definition von p widersprechen; also gilt p = 1, woraus die Behauptung folgt. O

Wir machen uns als néchstes von der Voraussetzung frei, dass offene Kreisscheiben vorliegen.

Theorem 2.4.2.

Sei A C K eine zusammenhéngende offene Menge und f, g zwei auf A analytische Funktionen
mit Werten in einem Banachraum E. Falls eine nicht-leere offene Teilmenge U C A ewistiert,
so dass f(x) = g(x) auf U gilt, so stimmen die Funktionen auf ganz A berein.

Beweis.

Das Innere B der Teilmenge von A, auf der f und g iibereinstimmen, ist trivialerweise offen;
nach Voraussetzung ist U C B, also ist B nicht leer. Wir zeigen nur noch, dass B auch
abgeschlossen in A ist. Aus der Tatsache, dass A zusammenhéngend sein soll, folgt dann
A = B. Sei a € A ein Beriihrungspunkt von B. Finde eine in A enthaltene offene Kreisscheibe
U mit Mittelpunkt a, auf der f und ¢ durch absolut konvergente Potenzreihen beschrieben
werden. Nach der Definition von B enthilt U N B eine Kreisscheibe, auf der f(z) = g(z) gilt.
Nach Lemma 2.4.1 gilt f = ¢ auf U, also U C B und daher insbesondere a € B. Also ist B
auch abgeschlossen und somit A = B. O

Wir bringen noch eine &hnliche Aussage, bei der die Voraussetzungen leichter handhabbar
sind:

Korollar 2.4.3.

FEs sei U C K eine zusammenhédngende offene Teilmenge von K sowie f und g zwei auf U
analytische Funktionen mit Werten in einem Banachraum E. Falls eine kompakte Teilmenge
H C U existiert, so dass fir unendlich viele x € H gilt f(x) = g(z), so stimmen die Funktionen
f und g auf ganz U diberein.

Beweis.

Sei z, eine Folge paarweise verschiedener Punkte von H, fiir die f(z,) = g(z,) gilt. Da H
kompakt ist, hat die Folge einen Haufungspunkt b € H. Jede in U enthaltene Kreisscheibe um
b enthélt unendlich viele Punkte, auf denen f und g iibereinstimmen. Weil f und ¢ analytisch
sind, stimmen sie auf einer hinreichend kleinen Kreisscheibe P um b mit absolut konvergenten
Potenzreihen in z — b iiberein. Aus dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen 2.2.6 folgt dann
aber, dass f(z) = g(x) auf der offenen Kreisscheibe P gilt. Die Behauptung folgt nun aus
Theorem 2.4.2. O

Korollar 2.4.4.

Sei A C C eine zusammenhdngende offene Menge und f,g : A — E analytische Funktionen
in einen komplexen Banachraum E. Ist U C A offen, b € U und gilt f(z) = g(z) fir alle
reUN((b+R), sogit f=g auf A.

Beweis.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei b = 0. Die Differenz h = f — g verschwindet auf
U N'R, wobei U eine Kreisscheibe um 0 € C ist, auf der h gleich der Summe einer absolut
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summierbaren Potenzreihe ist. Hieraus folgt mit Hilfe des Prinzips 2.2.6 der Isoliertheit der
Nullstellen, dass alle Koeffizienten der Potenzreihe verschwinden. Also ist A = 0 auf der
Kreisscheibe U um 0 und Theorem 2.4.2 kann angewandt werden. O

Wir fassen zusammen: ist U C K offen und zusammenhdngend, so heift eine Menge M C U
eine Eindeutigkeitsmenge von U, wenn je zwei auf U definierte und analytische Funktionen, die
auf M {ibereinstimmen, auch auf ganz U iibereinstimmen. Wir haben also folgende Beispiele
von Eindeutigkeitsmengen:

1. Nichtleere offene Teilmengen der zusammenhingenden Menge U, vgl. Theorem 2.4.2.
(Dies gilt iiber C und iiber R und auch in beliebiger endlicher Dimension.)

2. Nichtleere Durchschnitte der Form U N (b+R) mit U C U offen nach Korollar 2.4.4. (Dies
macht nur fiir ' = C Sinn.)

3. Kompakte unendliche Teilmengen von U nach Korollar 2.4.3. (Dies gilt nur in Dimension
1, aber iiber C und R.) Insbesondere sind Folgen komplexer Zahlen, paarweise verschie-
dener Punkte, die einen Haufungspunkt besitzen, eine Eindeutigkeitsmenge fiir C.

Insbesondere ist jede auf U analytische Funktion, falls U N R nicht leer ist, durch ihre Ein-
schrankung auf R definiert. (Diese ist natiirlich eine reell analytische Funktion.) Im allgemeinen
kann aber nicht jede auf U NR analytische Funktion zu einer auf ganz U analytischen Funktion
fortgesetzt werden.

Es gilt aber:

Satz 2.4.5.

Sei E ein komplexer Banachraum, U C R offen und f : U — E analytisch. Dann gibt es eine
offene Menge B C C mit BNR = U und eine analytische Abbildung g : B — E, welche eine
Fortsetzung von f ust.

Beweis.

Zu jedem a € U gibt es in R eine offene Kreisscheibe, also ein Intervall I, mit |z — a| < 74, so
dass auf I, der Wert von f gleich der Summe einer absolut summierbaren Potenzreihe ist. Ist
D, die Kreisscheibe in C um a mit gleichem Radius r,, so ist die Reihe auch auf D, absolut
konvergent. Thre Summe sei g,(2) fir z € D,.

Sind a, b Punkte von U mit D, N D, # ), so ist auch I, N I, = (D, N Dy) NR nicht leer und
es gilt auf I, N1, dass g.(x) = f(z) = g»(x). Da D, N D, auch zusammenhéngend ist, folgt nach
Korollar 2.4.3, dass ¢,(2) = g»(2) auf D, N D, gilt.

Deswegen kann man die lokal definierten Funktionen g, zu einer auf ganz U,y D,, definier-
ten Funktion g zusammenkleben. Da Analytizitdt eine lokale Eigenschaft ist, ist ¢ analytisch. O

Wir machen zwei allgemeine Bemerkungen:

e Hier geht das wichtige Prinzip ein, dass man aus lokal definierten Funktionen genau
dann eine global definierte Funktion erhélt, wenn die lokal definierten Funktionen auf
Durchschnitten tibereinstimmen.

e Wir stellen uns die reelle Achse als Rand der oberen komplexen Halbebene vor. Man kann
insbesondere reell-analytische Funktionen als Werte einer komplex-analytischen Funktion
auf dem Rand ihres Definitionsbereichs auffassen.
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Korollar 2.4.6.
Ist f : R — E ganze Funktion, so kann f zu einer auf C definierten ganzen Funktion ausgedehnt
werden. Diese ist eindeutig bestimmt, weil R C C eine Findeutigkeitsmenge ist.

Wir wollen nun noch einen weiteren Satz kennenlernen:

Satz 2.4.7 (Prinzip vom Maximum).
Sei f(z) = D> 07 anz™ eine komplexe Potenzrethe mit Konvergenzradius v > 0. Wenn es ein
r’ < r gibt, so dass

[f(2)] < 1£(0)]

fir alle |z| < r', dann ist f konstant.

Beweis.
Wir koénnen zunéchst ag # 0 voraussetzen; denn fiir ag = 0 folgt die Aussage aus der Isoliertheit
der Nullstellen (Satz 2.2.6) nicht-konstanter analytischer Funktionen.

Angenommen, es gibt Indizes mit a,, # 0 mit m > 0. Wir schreiben dann mit dem kleinsten
strikt positiven solchen Index:

f(z) =ao (1 +byp2z™ + 2"h(2))

mit einer analytischen Funktion h, fiir die h(0) = 0 gilt. Wir wéhlen nun " < r so klein, dass
1
|h(2)] < §\bm| fir alle 2z mit |z| < ¢/

gilt. Wir finden mit Hilfe der komplexen Wurzelfunktion eine komplexe Zahl o € C mit || = 1,
so dass gilt
by, = b |a™™ .

Dann finden wir fiir z = ra mit Hilfe der Dreiecksungleichung |a+0b| > |a|— |b| die Abschétzung

11+ by 2™ + 2"h(z2)] |1+ |bp|r™ 4+ 2™h(2)]

> Lo o[ — [2[™|A(2)]
> 1+ [bp|r™ — ™1 |by|
= 1+ 3|bp|r™ ,
die im Widerspruch zur Voraussetzung |f(z)| < ao steht. O

Bemerkung 2.4.8.
Der Satz gilt offenbar fiir Potenzreihen auf R nicht, wie das Gegenbeispiel

1 = n . 2n
1422 Z(_l) ‘
n=0

fiir |z| < 1 zeigt. Er gilt aber im Komplexen auch in hoherer Dimension, also fiir Potenzreihen
in mehreren Variablen.

Korollar 2.4.9.

Es sei f eine auf einer offenen Teilmenge U C C definierte komplexwertige analytische Funkti-
on, die auf keiner Zusammenhangskomponente von U konstant ist. Dann sind fiir jede kompakte
Teilmenge H C U die Punkte z € H, in denen |f(2)| = sup,cy |f(2)| angenommen wird, Rand-
punkte von H.
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Beweis.

Das Supremum existiert wegen der Kompaktheit von H und der Stetigkeit von f. Angenommen,
das Supremum wird in einem Punkt z; im Innern angenommen. Finde dann eine Kreisscheibe
Uc(z0), auf der |f(2)| < |f(z0)] fiir alle z € U(29) gilt. Nach dem vorangegangenen Satz 2.4.7
ist dann f auf U,(zp) konstant und wegen des Prinzips 2.4.2 der analytischen Fortsetzung auf
einer ganzen Zusammenhangskomponente von H konstant. O

2.5 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Wir wollen nun Beispiele fiir analytische Funktionen mit komplexen Werten auf Gebieten in
C betrachten. Zunéchst {iberzeugen wir uns davon, dass gebrochen rationale Funktionen auf
ihrem Definitionsgebiet analytisch sind. (Dies folgt aus dem Einsetzungsprinzip, hétte also
schon vorher geschehen konnen.)

Satz 2.5.1.

Es seien f(z),g(z) zwei polynomiale Funktionen auf C, wobei g nicht identisch null sein soll.
Dann ist die gebrochen rationale Funktion f(z)/g(z) auf der offenen Menge aller Punkte z, fiir
die g(z) # 0 gilt, analytisch.

Beweis.

Offenbar sind Polynome ganze Funktionen. Da man durch einsetzen nach Korollar 2.2.10 ana-
lytische Funktionen erhilt, reicht es aus zu zeigen, dass die Funktion 1/z fiir z # 0 analytisch
ist. Fiir zg # 0 finden wir aber die Entwicklung

1

1
z

Zo(l—‘r%(l)
_ 1 _z—z o (z=20) | . _1n(2*20)"
20 22 + 23 + + ( ) nrl +
0 0 2
wobei die Potenzreihe fiir |z — zo| < |20| absolut summierbar ist. O
Definition 2.5.2
Fiir z € C sei .
ZTL
exp(z) 1= Z ok
n=0

Wir schreiben auch e* statt exp(z).
Satz 2.5.3.
Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Potenzreihe exp(z) hat Konvergenzradius r = co. Sie definiert also eine ganze Funk-
tion, die insbesondere analytisch und somit holomorph ist. Aus Korollar 2.4.6 folgt, dass
dies die einzig mdagliche analytische Fortsetzung der reellen Exponentialfunktion nach C
15t.

2. exp/(z) = exp(z) fir alle z € C.

3. e*TW = e . ¥, d.h. die Ezponentialfunktion ist ein Gruppenhomomorphismus von der
additiven Gruppe (C,+) auf die multiplikative Gruppe (C\ {0},-).
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4. Ist z =z + iy mit x,y € R, so ist €* = e mit |e*| = e” und |e¥| = 1.
Beweis.

1. Sei z € C\ {0} fest gewdhlt und a,, = Z;. Dann gilt

e
n+1

Ap+t1
Qp,

was fiir groBe n kleiner als eine feste reelle Zahl kleiner gleich 1, etwa kleiner als 1/2 ist.
Daher konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium fiir alle z absolut und hat
Konvergenzradius r = oo.

2. Nach Satz 2.3.2 darf die Potenzreihe exp(z) gliedweise differenziert werden. Fiir n € N
gilt aber
d 2 nzn—l Zn—l

dzn! — (n—1)!"

Also gilt exp’(z) = exp(z).

3. Sei ¢ € C fest gewahlt. Wir betrachten die Funktion f(z) := e*e“ *, die auf C holomorph
ist. Wegen des vorangegangen Punktes und der elementaren Rechenregeln fiir Ableitungen
gilt

f'(z) =e* e+ (—1)e*e " =0.

Da C ein Gebiet ist, muss nach Korollar 1.4.14 die Funktion f konstant sein. Die Gleichung
f(0) = e° legt die Konstante fest und es folgt

e =¢e° furalle z,ce C.

Setzt man ¢ := z 4+ w, so folgt

e“e¥ ="t fiir alle z,w € C .

4. Nach dem vorangegangenen Punkt gilt e = e**¥ = % - ¢!, Also folgt
le*] = [e” - e¥| =" - |eY| .
Es ist noch fiir y € R zu zeigen [e¥| = 1. Aus lim,, ., s, = s folgt lim,, ., 5, = 5; also ist

das komplex konjugierte einer konvergenten Reihe die Reihe mit komplex konjugierten

Gliedern. Wir finden

o [oe)

— " z" -
Z n! Z n!
n=0 n=0

Speziell fiir z = iy ist

Daher ist
le¥]? = e¥e ™ =¥ W =e’ =1 .
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Definition 2.5.4
Fiir z € C definieren wir die komplexen trigonometrischen Funktionen Kosinus und Sinus durch
eiz + e—iz eiz _ e—iz

cos(z) 1= — und  sin(z) := 5
i

Satz 2.5.5.
1. FEs gelten die Reihenentwicklungen fir z € C:
22 A 2 2P
cosz:l—j—l—i—... und smz:z—gjLa—....

Insbesondere stimmen also cos z und sin z fiir reelle Werte mit der iblichen aus der reellen
Analysis bekannten Funktion tiberein. Wegen Korollar 2.4.6 ist dies die eindeutig bestimme
analytische Fortsetzung der trigonometrischen Funktionen ins Komplexe.

2. Es qult die Eulersche Formel

e =cosz+isinz  fir alle z € C .

3. Es gelten die Identitdten

cos’z+sin®z=1, sin'z=cosz wund cos z=—sinz.

Beweis.
1. Wir rechnen
n

e te 1 [ (i2)" = (—iz)" 1 n 2", n
s == (LS ) s R e .

n=0 n=0 n=0

Fiir ungerades n ist i" + (—1)" = i" + (—1)"i" = 0. Fiir gerades n ist i" 4 (—i)" = 2i" =
2(i%)"/%2 = 2. (=1)2. Daher folgt
cos z = Z (—1)”/2Z—

n!
n>0,ngerade

wie behauptet. Die entsprechende Reihenentwicklung von sin z folgt analog.

2. Es gilt
eiz + efiz eiz _ efiz )
cosz +isinz = 5 41 - =¥ .

3. Wir rechnen nach:

2 N
. iz —iz iz —iz
cos?z 4sin’z = (e = ) + <e 5 )
N . .
1

sowie

L
sin’ z = - = = CoSs 2
21 2

sowie die entsprechende Gleichung fiir cos’(z).
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Bemerkungen 2.5.6.
1. Wegen cos(z) = Re e”* kann man statt mit trigonometrischen Funktionen manchmal auch
mait dem Realteil komplexer Funktionen rechnen. Unter anderem deswegen rechnen Elek-
troingenieure mit komplexen Zahlen.

2. Wie man sofort aus der Gleichung

) e % +¢e?
oS = —
(2) =
mit reellen Werten fir z sieht, sind die komplexe Sinus- und Kosinusfunktion nicht be-
schrdankt.
3. Es gilt

™ = cos(2m) +isin(27) = 1.
Daher gilt nach dem Additionstheorem

ez+27r1 — e ’

d.h. die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch mit Periode 27i. Umgekehrt ist auch
e* = 1 genau fiir z = 2mn mit n € Z. Denn wegen e = |e*| = 1 muss der Realteil x von
z verschwinden. Daher folgt

1=¢€Y=cosy+isiny
woraus y € 2w folgt.

1 _ -z
e—z—e .

4. Esiste® # 0, denn e ?¢* = e = 1, insbesondere
5. Man rechnet nach

. 141
el7‘(‘/4 — :

7

6. Man kann auch die iibrigen trigonometrischen Funktionen definieren, z.B.

iT

el — _17 el7r/2 — i, e—17r/2 —

_17

sin 2

tan z = fiir z € C,cosz #0 .

COs 2

Sie sind lokal analytisch.

2.6 Der komplexe Logarithmus

Definition 2.6.1
Sei w € C\ {0}. Dann heifit jede Lésung der Gleichung e* = w ein Logarithmus von w. Man
schreibt hierfiir ungenau z = log w.

Satz 2.6.2.
Jedes w € C\ {0} hat unendlich viele Logarithmen. Schreibt man w in Polarkoordinaten w =
|w|(cos © +1sin O), so ist

logw = log |w| +1i0 + 27in~ mit n €N

wobei log |w| der gewdhnliche Logarithmus der positiven reellen Zahl |w| ist.
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Etwas ungenau formuliert sagt man, dass der Logarithmus von w gegeben ist durch log |w|+
iarg w, wobei argw ein Argument von w ist.

Beweis.
Sei n € Z. Dann gilt

elog|w|+19+27rm _ elog|w|e1®e27rm _ |w|(cos@ +isin @) 1l =w .

Also sind die angegebenen komplexen Zahlen Logarithmen.
Sei umgekehrt z = x + iy ein Logarithmus von w = |w|(cos © +1sin O), also e* = w. Durch
Vergleich der Absolutbetrige findet man
€7 = |w| = €
und somit = = log |w|. Es folgt dann
e“(cosy +isiny) = e“e¥ = e* = |w|(cos© +isinO) ,
und daraus y = © + 27n mit n € Z. Damit ist aber
z =z +iy = log|w| +i(© + 2mn) .

Definition 2.6.3
Sei w € C\ {0}. Dann setzt man

Logw := log |w| + iArgw ,

wobei der Wert argw des Arguments von w im Interval —m < argw < +m gewéhlt sein soll.

Satz 2.6.4.

1. Sei A = {z=uz+1iy € C| — 1 <y < 7w} ein halboffener horizontaler Streifen in der
komplexen Ebene. Dann liefert die Einschrinkung exp |4 der komplezen Ezponentialfunk-
tion auf A eine Bijektion von A auf C\ {0}. Die Umkehrabbildung wird durch w — Logw
gegeben.

2. Die Funktion Logw ist unstetig in allen Punkten der negativen reellen Achse.

Beweis.

1. Um die Injektivitat von exp |4 zu zeigen, suchen wir zunéchst Urbilder von 1 in A. Diese
Urbilder sind aber von der Form 27in mit n € Z. Nur das Urbild 0 liegt in A. Seien
nun w,w’ € A Urbilder von z. Dann folgt w’ = w + 27in mit n € Z. Aus der Form des
gewéhlten Streifens in der komplexen Ebene folgt w = w'. Schreibt man w = |w|(cosy +
isiny) mit y = argw, so gilt w = '8+ und auch die Surjektivitit von exp |4 ist klar.

2. Sei 9 < 0 und ¢ € R. Dann gilt
Log(yo + it) = log |yo + it| +iarg(yo +it) .
Der erste Summand ist wegen der Stetigkeit des reellen Logarithmus stetig. Andererseits
ist
t_l})rg() arg(yo +1it) =7 und t_l})r&o arg(yo + it) = —m .

Daher kann der Logarithmus in yq nicht stetig sein.
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Bemerkung 2.6.5.
Unter exp wird das Komplement der Geraden y = 7 in A, also der offene Streifen —mw <
Im (2) < 7 genau auf die ldngs der negativen reellen Achse geschlitzte komplexe Ebene abgebil-

det, denn _
ex+17r — ex(_l) — _ex )

Wir fiihren daher die Bezeichnung
C_.:=C\{ueRju<0}

Satz 2.6.6.
Die Funktion Logw ist auf C_ holomorph. Es gilt:

1
Log'w = —  fiir alle w € C_ .
w

Beweis.
Sei wg € C_.

1. Den Beweis der Stetigkeit stellen wir als Ubungsaufgabe.

2. Die Differenzierbarkeit in wy € C folgt wie bei Umkehrfunktionen iiblich: sei (w,,) eine
Folge mit w,, € C_, w,, — wy mit w,, # wy fiir alle n. Setze

zp = Logw, und  zp := Logwy

Wegen der Stetigkeit von Log folgt 2, — z5. Wir rechnen

1 1 1 . Zn — 20 .
— = — == oo = lim ——— = lim
wy  e*®  lim,_ n—oo n — e*0  n—oo Wy, — Wo

Logw,, — Logwy

Zn—20

Definition 2.6.7
Die holomorphe Funktion Log : C_ — C heiit Hauptzweig des komplexen Logarithmus.

3 Komplexe Integrationstheorie

Die komplexe Integration ist das zentrale Instrument, um fiir komplexe Funktionen Ergebnisse
zu erzielen, die wesentlich starker sind als die der reellen Analysis. Die beiden zentralen Ergeb-
nisse sind der Cauchysche Integralsatz und die Cauchysche Formel, aus der wir in Kapitel 4
den Residuensatz herleiten werden. Die Ergebnisse, die wir in diesem Kapitel herleiten, gelten
fiir analytische Funktionen auf C”, aber nicht mehr auf R".
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3.1

Komplexe Kurvenintegrale

Definition 3.1.1

1.

Sei I = [a,b] C R ein nicht nur aus einem Punkt bestehendes kompaktes Intervall. Eine
Kurve in C ist eine stetige Abbildung v : I — C. Gilt v(I) C U C C, so nennen wir =y
eine Kurve in U.

Der Punkt ~y(a) heifit Anfangspunkt, der Punkt ~v(b) Endpunkt der Kurve. Gilt v(a) =
~(b), so heiit ~ geschlossene Kurve. Ist v konstant, so sagen wir, v reduziere sich auf
einen Punkt.

Mit v : I := [a,b] — C ist auch 4" : I — C mit y°(t) = v(a + b — t) wieder eine Kurve,
die zu v entgegengesetzte Kurve.

Sei I} = [b, c] ein weiteres kompaktes Intervall und I := I U I;. Ist dann v, : I; — C eine
auf I, definierte Kurve mit v;(b) = (b), so definieren wir die Aneinanderreihung als die
Kurve

v = { Qe

die auf I, definiert ist.

Wir sagen, eine auf I definierte Kurve v ist ein Weg, wenn v Stammfunktion einer Re-
gelfunktion ist. Gilt iiberdies v(a) = ~y(b), so heifit v geschlossener Weg.

Lemma 3.1.2.

1.

Die einem Weg entgegengesetzte Kurve ist wiederum ein Weg.

2. Die Aneinanderreihung zweier Wege ist wiederum ein Weg.

Definition 3.1.3

Sind vy, y2 zwei auf I; bzw. I definierte Wege, so nennen wir vy; und vy, dquivalent, wenn eine
monoton wachsende bijektive Abbildung o : I, — I, existiert, so dass ¢ und ¢! Stammfunk-
tionen von Regelfunktionen sind und v, = 5 o @ gilt.

Bemerkungen 3.1.4.

1.

Man macht sich leicht klar, dass eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege vorliegt.

2. Ist der Weg v auf dem Intervall I = [a,b] definiert, so gibt es auf jedem anderen Intervall

I, = [e,d] einen zu v dquivalenten Weg 7, : dazu finde eine affine bijektive Abbildung
t—ot)=at+F mita,f €R und o> 0 von I; auf I und betrachte v, :== v o .

Ist v ein auf I = [a,b] definierter Weg und f eine stetige Abbildung der kompakten Menge
~(I) in einen komplexen Banachraum E, so ist die Funktion t — f(~(t)) stetig und daher
das Produkt

t f(y ()Y (1)

eine Regelfunktion.

45



Definition 3.1.5
Sei v ein auf I = [a,b] definierter Weg und f eine stetige Abbildung der kompakten Menge

~(I) in einen komplexen Banachraum E. Das Integral fab dtf(v(t))v'(t) € E wird das Integral
von f langs des Wegs oder Wegintegral entlang v genannt und mit

/V F(2)dz

bezeichnet.

Die folgenden Aussagen sind klar:

Lemma 3.1.6.
1. Sind die Wege v und ~; dquivalent im Sinne von Definition 3.1.3, so folgt aus der Ket-

tenregel
f(2)dz = d
/7 (z)dz /71 f(z)dz

2. Fiir den dem Weg «y entgegengesetzten Weg ~° gilt

/70 f(z)dz = —/Vf(z)dz

3. Ist die Aneinanderreihung zweier Wege v und v1 definiert, so gilt
f(z)dz = /f(z)dz +/ f(z)dz
V71 v gél

4. Sei vy ein geschlossener Weg auf I = [a,b]. Fiir beliebiges ¢ € I betrachte die Abbildung

Yeile,e+b—a] — C

() = y(t)  fir c<t<b
T y(t—b+a) fir b<t<c+b—a

Dann st auch . ein geschlossener Weg und es gilt

/% F(2)dz = /V F(2)dz

fiir jede stetige Abbildung f : ~v(I) — E. Das Integral lings eines geschlossenen Weges ist
also nicht vom Anfang des geschlossenen Weges abhdngig.

Wir brauchen noch eine Relation zwischen Kurven, die anders gefasst ist:

Definition 3.1.7
Sei seien 7y, v, zwei auf demselben kompakten Intervall I definierte Kurven und U eine offene
Menge in C, die sowohl (1) als auch ~,(I) umfasst.

1. Eine Homotopie ! von ~yy in 7, innerhalb von U ist eine stetige Abbildung
p: I x[a,0] = U
mit o < f und o, f € R, so dass ¢(t,a) = vo(t) und p(t, 5) = 1 (t) fiir alle t € I gilt.

!Eine solche Homotopie wird oft auch freie Homotopie genannt und bei einer Homotopie im engeren Sinne
wird gefordert, dass sie Anfangs- und Endpunkte festlésst.
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2. FEine Kurve 7y heifit homotop zu einer Kurve ~; in U, wenn es eine Homotopie von y, in
v1 in U gibt.

3. Offenbar ist fiir jedes £ € [a, §] die Abbildung t — ¢(t,£) eine Kurve in U. Sind -y, und
~v1 geschlossene Kurven, so nennen wir ¢ eine Konturhomotopie von 7y in 7, innerhalb
von U, falls t — ¢(t,&) fiir jedes £ € |o, ] eine geschlossene Kurve ist. Sagen wir, zwei
geschlossene Kurven seien innerhalb U homotop, so soll dass immer besagen, dass eine
Konturhomotopie (und nicht nur eine Homotopie) existiert.

Satz 3.1.8.
Sei U eine offene Teilmenge von C. Die Relation “innerhalb von U homotop sein” ist eine
Aquivalenzrelation sowohl von Kurven als auch von geschlossenen Kurven.

Beweis.

1. Die Reflexivitit folgt aus der im zweiten Argument konstanten Homotopie ¢(t,&) = 7(¢)
fir alle € € [, B].

2. Die Symmetrie folgt aus der Tatsache, dass, wenn ¢ : I X [«, 5] — U eine Homotopie von
Yo auf v; ist,
(t7£) = gO(t,Oé +ﬂ_£>

eine Homotopie von ~; auf vy in U ist.

3. Die Transivitdt sieht man folgendermafien: Ist andererseits ¢ : I x [/, '] — U eine
Homotopie von 7, auf v, in U, so kénnen wir eine Homotopie von vy auf 7, in U definieren:
0:Ix[a,f+0—-0d] — U
0(t,&) = p(t,§) fir a<{<p
ol vt {+a —p) fir <SP +B-d

Beide Vorschriften liefern die gleiche Funktion fiir £ = 5. Man iiberlegt sich leicht, dass die
Vorschrift stetig ist, Werte in U annimmt und dass gilt §(¢, a) = 7o(t) und 0(¢, '+5—a') =
~o(t) fiir alle ¢ € 1.

Wir brauchen noch den folgenden Sachverhalt aus der mengentheoretischen Topologie:

Lemma 3.1.9 (Lebesguesche Eigenschaft).

Ist E ein kompakter metrischer Raum und (Uy)xer eine offene Uberdeckung von E, so existiert
ein p > 0, so dass jede offene Kugel vom Radius p in einer der offenen Mengen Uy enthalten
15t.

Beweis.

Jeder Punkt x € E liegt in einer offenen Menge Uy (). Finde fiir jeden Punkt z € E also eine
offene Kugel D, (z) C Uy,). Schon die Kugeln D, j(z) bilden eine offene Uberdeckung von E.
Weil FE kompakt ist, finde endlich viele Punkte z; € E, so dass schon die endlich vielen Kugeln
D, s2(x;) den Raum E iiberdecken. Setze p gleich dem Minimum der r,, /2.
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Dann leistet dieses p das Gewiinschte: sei x € E beliebig. Dann liegt z in einer der Kugeln
Dy, s2(x;). Fiir jedes y € D,(z) gilt wegen d(x,y) < p nach der Dreiecksungleichung

wobei wir p <1, /2 benutzt haben. Daher ist D,(z) C D,, (v;). Nach Konstruktion liegt aber
D,, (z;) in einer offenen Menge Uj. O

Wir kommen nun zu einem zentralen Satz der Funktionentheorie

Theorem 3.1.10 (Cauchyscher Integralsatz).
Sei U C C offen und f eine analytische Abbildung von U in einen komplexen Banachraum E.
Sind I'y, Ty zwer geschlossene Wege in U, die innerhalb U homotop sind, so gilt

/F1 f(z)dz = /F2 f(2)dz

Damit ist der Wert eines komplexen Wegintegrals als Invariante der Homotopieklasse des
Weges identifiziert. Er ist tatsédchlich sogar eine Invariante der Homologieklasse, was wir aber
in dieser Vorlesung weder herleiten noch benutzen werden.

Beweis.
e Seien I'1, I'y auf I = [a, b] definiert und sei ¢ eine auf I X [«, 3] definierte Homotopie von
I'y nach I'; in U. Es wird dabei nicht vorausgesetzt, dass fiir £ # «, 3 die geschlossene
Kurve t — ¢(t, ) ein geschlossener Weg ist. Da ¢ stetig ist, ist L := ¢(I X [, ]) eine in U
enthaltene kompakte Menge. Es existieren daher endlich viele Punkte a; mit 1 < k <m
in L und zu jedem k eine Kreisscheibe D, (ax) C U, so dass gilt:

1. Die endlich vielen Kreisscheiben iiberdecken L.

2. Auf jeder Kreisscheibe ist f(z) gleich der Summe einer auf dieser Kreisscheibe kon-
vergenten Potenzreihe in z — ay.

e Nun existiert nach der Lebesguesgeschen Eigenschaft 3.1.9 ein p > 0, so dass fiir jedes
x € L die offene Kreisscheibe um = mit Radius p in mindestens einer dieser Kreisscheiben
enthalten ist. Nach Satz 2.2.12 folgt, dass die Funktion f(z) auf jeder Kreisscheibe D,(z)
gleich der Summe einer konvergenten Potenzreihe in z — z ist.

e Da nach Satz 1.3.12 die stetige Abbildung ¢ auf dem Kompaktum I X [«, 5] gleichmé&Big
stetig ist, existiert ein € > 0 derart, dass aus

[t—t|<eund |£—¢|<e

die Ungleichung |¢(t,&) — ¢(t',&)| < p/4 folgt. Wir zerlegen daher die Intervalle durch
Zwischenpunkte:

—findetp=a<t;<...<t,_1<t,=bmit t;;1 —t; <e.

fﬁnde§0:a<§1 <€2<...<€S:6mit§j+1—§j§€.

e Definiere fiir 1 < j < s — 1 Streckenziige durch

t—t;

Liv1 — 1

v5(t) = @(ti, §5) + (p(tiv1, &) — p(ti, &)
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fir t;, <t <ty und 0 < ¢ < r — 1. Ferner sei 79 = I'y und s = I's. Dies sind alles
geschlossene Wege in U. Wir wollen die Behauptung dadurch zeigen, dass wir zeigen

/Yj f(z)dz = . f(2)dz

firalle 0 <j<s—1.
Wir haben die Situation so eingerichtet, dass alle Punkte
v;(t) und 4 (f) mit ¢; <t <ty

in der offenen Kugel Q;; := D,(¢(t;,;)) liegen. Wir finden nach Satz 2.3.5 eine analytische
Funktion g;; auf Q;;, fiir die auf Qy; gilt g;;(2) = f(2). Da Q;—1,; N Qi nicht leer und
zusammenhéngend ist, ist die Differenz ¢,_; ; — ¢; ; auf dem Durchschnitt konstant. Nun
ist aber nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f%’ f(z)dz = Z/Hlf v (t % t)dt = Z/ZH gw (v (t (t)dt
= Z (95 (vi (1)) — 915 (5 ()

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass analytische Funktionen holomorph sind und somit aus
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und der Bemerkung nach Satz 1.4.13
mit g = g1 + gy folgt:

$90(0) = FEu(D2ON]0) + a0 (0150

432920, 2(8) (D) + i%m@ma» (1))

_ (aa% . aa%) () + (D)

= g'(v(t) ¥ ()

Wir miissen also nur die Beziehung

Zgz‘j(%’(tiﬂ — gij(y;(t ng Vi1 (tir1)) = gij(vj+1(t:))
i=0

oder, was dquivalent ist,

—

r—

(9i (75 (ti1)) = Gij (V1 (tinn)) — 9is (v (80)) + i (vj41(t:))) = 0

<.
I
o

beweisen.

Nun gehoren aber v;(¢;) und 7,41 (¢;) fiir 1 < i < r—1 beide zum Durchschnitt Q;_1,;NQ;;,
so dass nach der obigen Bemerkung die Differenzen

955 (i) = 9i5 (Vi1 (t) = gim15(v(i) — gim1,5 (Vi (te))
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gleich sind und sich die zu zeigende Gleichheiten auf die Gleichheiten

9r—1,5(vi(t) = gr—1,5 (Vi1 (tr)) — 905 (Vi (t0)) + go,5(Vi41(to)) = 0

reduziert. Da aber die Wege 7, und 7,41 geschlossen sind, gilt v;(¢y) = ~;(t.) und
vi+1(to) = vj+1(t;). Beide Punkte gehoren zur zusammenhéngenden Menge Qo; N Qr—1 ;-
Daher ist die Differenz g,_; j — go; auf dieser Menge konstant, was die Behauptung zeigt.

O

Korollar 3.1.11.
Es seien v und o zwei Wege in einer offenen Menge U C C mit dem gleichen Anfangspunkt
u und dem gleichen Endpunkt v. Es gebe ferner eine Homotopie

v lab] x [, 0] = U

von 7y in o innerhalb von U, welche Anfangs- und Endpunkte festlisst, p(a,&) = u und
o(b,&) = v fir alle £ € o, B]. Dann gilt fir jede auf U analytische Funktion f die Beziehung

/m F(2)dz = /wf(z)dz |
Beweis.

Der Weg v3(t) := ~4(t — b+ a) mit t € [b,2b — a] ist zu 7{ dquivalent. Offenbar sind die
Aneinanderreihungen v, V3 und 7, V3 jeweils geschlossene Wege. Sie sind auch in U homotop:

_J et fira<t<b
vihe) = { ~s(t) fiir b <t < 2b—a

ist ein Konturhomotopie innerhalb von U. Der Cauchysche Integralsatz 3.1.10 liefert

[ﬂf(z)der/%f(z)dz://zf(z)der/%f(Z)dz

und damit die Behauptung. O

3.2 Stammfunktionen analytischer Funktionen

Wir haben schon in Ubungsaufgaben gesehen, dass die Gestalt von Gebieten in C Einfluss auf
funktionentheoretische Fragestellungen haben kann.

Definition 3.2.1

FEin einfach zusammenhéngendes Gebiet U C C ist eine zusammenhingende offene Menge mit
der Figenschaft, dass jede geschlossene Kurve in U innerhalb von U homotop zu einer geschlos-
senen Kurve ist, die sich auf einen Punkt reduziert. 2

Bemerkungen 3.2.2.

2Es ist hierbei unerheblich, ob man nur Homotopien im engeren Sinn oder, wie wir es tun, auch freie
Homotopien zulésst.
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1. Offenbar ist jede zu einer einfach zusammenhdngenden Menge homdoomorphe offene Teil-
menge U C C wieder ein einfach zusammenhdngendes Gebiet.

2. Fin Gebiet U C C heifst in Bezug auf den Punkt a € U sternformaig, wenn fiir jedes z € U
das a und z verbindende Segment in U enthalten ist. Fine solche Menge ist offenbar
zusammenhdngend. Ist v irgend eine geschlossene Kurve in U, dann ist

p(t, ) =a+(1-¢)0(E) —a)

fiir0 < & <1 eine Konturhomotopie von v in eine auf den Punkt a reduzierte geschlossene
Kurve. Also ist ein sternformiges Gebiet insbesondere einfach zusammenhdngend.

3. FEine offene Kugel ist in Bezug auf jeden threr Punkte sternformig und daher einfach
zusammenhdngend.

4. Die punktierte komplexe Ebene C \ {0} ist weder sternformig noch einfach zusam-
menhdngend: man betrachte etwa

v:[0,27] — C\ {0}
t +— exp(int)

mit n # 0.
Wir brauchen noch ein kleines topologisches Lemma:

Lemma 3.2.3.
Zu je zwei Punkten u,v einer offenen zusammenhdngenden Teilmenge U C C existiert ein Weg
in U mit Anfangspunkt u und Endpunkt v.

Beweis.
Betrachte die Teilmenge B C U von Endpunkten von Wegen in U mit Anfangspunkt u. Be-
trachte den Weg, der sich auf u reduziert: es folgt v € B und B ist daher nicht leer. Wir zeigen,
dass die Menge B sowohl offen als auch abgeschlossen in U ist. Da U als zusammenhéngend
vorausgesetzt wurde, folgt daraus, dass B = U gilt und somit die Behauptung.

Ist € U N B, so gibt es eine in U enthaltene Kreisscheibe K mit Mittelpunkt x. Nach
Voraussetzung enthélt K das Ende v eines Weges 7 : [a,b] — U in U mit Anfangspunkt u. Das
Segment v ist in K enthalten. Der Weg

’yl:[a,b—l—l] — U

() fiir t € [, ]
Nn(t) = {Z+(t_b)(x—v)fﬁrt€[b,b+1]

hat Anfangspunkt © und Endpunkt z und liegt in U. Also ist x € B und B somit abgeschlossen.

Um zu sehen, dass B offen ist, betrachte fiir y € B eine in U enthaltene Kugel K mit
Mittelpunkt y. Fiir jedes v € K ist das Segment yv in K enthalten, und wir definieren in
gleicher Weise einen Weg in U mit Anfangspunkt u und Endpunkt v. Daher gilt K C B und
B ist auch offen. O

Wir konnen nun ein weiteres zentrales Resultat der Funktionentheorie festhalten:

Theorem 3.2.4.
Ist U C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, so hat jede auf U analytische Funktion f
eine auf dem ganzen Gebiet U definierte analytische Stammfunktion.
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Beweis.

e Sind a, z zwei Punkte aus U und 71, v2 zwei Wege in U mit Anfangspunkt a und Endpunkt
z, so kénnen wir, nachdem wir gegebenenfalls v, durch einen dquivalenten Weg ersetzen,
die Wege ¥ und ~, verketten und erhalten einen geschlossenen Weg v := ) V 7 in
U. Weil U als einfach zusammenhéngend vorausgesetzt wurde, ist dieser Weg zu einem
Punkt in U homotop. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt fA/ f(x)dz = 0. Daher gilt

/%f(a:)dx _ /Wf(g;)dx |

e Wir konnen demnach auf ganz U eine Funktion ¢(z) definieren, indem wir einen Punkt
a € U wiahlen und fiir jeden Punkt 2z € U nach Lemma 3.2.3 einen beliebigen Weg ~, von
a nach z. Dann setzen wir g(z) = f,yz f(z)dz. Es bleibt zu zeigen, dass diese Funktion
eine komplexe Stammfunktion von f ist.

e Weil f als analytisch vorausgesetzt wurde, gibt es zu jedem zg € U eine offene Kreisscheibe
K C U mit Mittelpunkt 2o, auf der f(z) gleich der Summe einer konvergenten Potenzreihe
in z — 2y ist. Nach Satz 2.3.5 gibt es eine Stammfunktion hx von f auf K, die analytisch
ist und der Bedingung hx(20) = g(20) gehorcht. Daraus folgt fir alle z € K

hi(z) — hg(z) = /0 dt%h;((zo +t(z — 2)) = /0 flzo+t(z — 20)) (2 — 20)dt .

Die rechte Seite ist aber gerade das Wegintegral fa f(z)dx fir das Segment

K

o:[0,1] —
t — zp+tz—2) .

Da dieser Weg in K C U liegt, folgt aus der Definition von g auch

o) = glz0) = [ fla)da
Also folgt g(z) = hk(z) fir alle z € K, und g ist somit eine auf ganz U definierte

Stammfunktion von f.

O

Man kann umgekehrt zeigen: hat auf einem Gebiet jede analytische Funktion eine Stamm-
funktion, so ist das Gebiet einfach zusammenhé&ngend.

3.3 Die Cauchysche Integralformel

Wir beginnen mit einem vorbereitenden Lemma:

Lemma 3.3.1.
Fiir jeden Punkt a € C und jeden in C\ {a} enthaltenen geschlossenen Weg v nimmt das
Wegintegral f7 dz/(z —a) Werte in 2miZ an.
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Beweis.
Der Weg v sei auf dem Intervall I = [b, ¢| definiert. Betrachte auf I die Funktion

t /
h(t) = / ls)ds
by V(s) —a
Diese Funktion hat auf I die Ableitung
(1)
V(t) —a”

mit Ausnahme einer hochstens abzéhlbaren Teilmenge. Fiir die Funktion

g(t) =" (3(t) — a)

folgt somit
gty =" (1) +7(1)=0.
Dabher ist g(t) konstant und wir finden mit A(b) = 0 die Gleichung g(b) = v(b) — a, also

iy - WO —a
(b)) —a
Nun ist aber der Weg v geschlossen, y(b) = ~(c), und daher exp(h(c)) = 1. Damit ist
h(c) € 2miZ. O
Definition 3.3.2
Die ganze Zahl
1
(a:v) i = — — 7
o) 1= 5 [ Aol =) €

heifit der Index des Punktes a in Bezug auf den Weg ~ oder auch der Index des Weges v in
Bezug auf den Punkt a.

Aus dem Cauchyschen Integralsatz 3.1.10 folgt sofort, dass zwei geschlossene Wege in C\{a},
die in dieser Menge homotop sind, den gleichen Index in Bezug auf a haben.
Halten wir umgekehrt den Weg fest, so finden wir:

Lemma 3.3.3.
Sei vy : I — C ein geschlossener Weg. Der Index j(a;7y) ist auf jeder Zusammenhangskompo-
nente des Komplements A :== C\ v(I) der kompakten Menge v(I) konstant.

Beweis.

Sei B eine in der offenen Menge A enthaltene Kreisscheibe mit Mittelpunkt = und Radius 7.
Wiéhle h € C mit |h| < r. Dann gehort x + h nicht zu v(/); daher erhalten wir durch eine
Verschiebung um —h

Jla 4 hsy) = j(@sm)
mit v, : t — 7(t) — h. Dann ist aber
o:Ix[0,1] — C\{z}
(t,§) — ~(t)—¢h
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eine Konturhomotopie von 7 in 7 innerhalb C \ {z}. Nach dem Cauchyschen Integralsatz
3.1.10 ist daher j(z;v) = j(z,71) = j(z + h;7v); der Index ist lokal konstant im ersten
Argument. O

Beispiel 3.3.4.
o Wir betrachten den geschlossenen Weg

€n s I =10,27]

dessen Bild der Einheitskreis U(1) := {z € C||z| = 1} ist. Der Weg €, heifst der

n-fach durchlaufene Einheitskreis.

e Die Menge C\ U(1) hat offenbar zwei Zusammenhangskomponenten:
B:={z€Cl|lz| <1} und E:={z€C|z|>1}

Denn als sternformiges Gebiet ist B zusammenhdngend. E ist zusammenhdngend als Bild
von (1,+00) x [0,27] unter der stetigen Abbildung (z,t) — xe. Beide Mengen sind in
C\ U(1) sowohl offen als auch abgeschlossen.

e Aus der Definition folgt sofort

1 2m o int
J(05€e,) = —/ T gt =n
0

271 eint

Also ist nach Lemma 3.3.3 j(z;€,) = n fir jedes z € B. Da nach dem Cauchyschen
Integralsatz homotope Wege gleichen Index haben, folgt, dass fiir n # m die Wege €, und
€m nicht homotop sein kinnen.

e Die Aussage j(z;€,) = 0 fir alle z € E folgt aus dem folgenden allgemeineren Lemma.

Lemma 3.3.5.
Ist ein geschlossener Weg v in einer abgeschlossenen Kugel D := {w € C|lw—a| < r} enthalten,
so st j(z;7y) = 0 fir jedes z mit |z — a| > r.

Beweis.
Esseiy: 1 =1bc] — Cund |7(t)] < M auf diesem Intervall. Nach Definition ist

) = / et

Wegen |y(t) — a] <7 und |z — a| > r gilt aber

(@) =zl =|y(t) —a+a—z| > |y(t) —a|l — |z —al| > |z —a| — 7
fiir alle t € I. Nach dem Mittelwertsatz ist also
. M(c—b
21| (z;7)| < Mle=b)
|z —a|—r

Fiir hinreichend groBes |z — a| ist aber die rechte Seite strikt kleiner als 2. Weil j(z;7) eine
ganze Zahl ist, muss j(z;7) = 0 gelten. Da die Menge {z € C||z — a| > r} zusammenhéngend
ist, muss nach Lemma 3.3.3 der Index auf der ganzen Menge verschwinden. O

Wir haben eine einfache Folgerung:
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Korollar 3.3.6.
Fiir jeden auf I definierten geschlossenen Weg v in C ist die Menge der Punkte x € C\ v(I),
fiir welche j(z;7) # 0 ist, in C relativ kompakt.

Beweis.
Diese Menge ist ndmlich nach dem vorangegangenen Lemma 3.3.5 in jeder die kompakte
Menge (/) umfassenden abgeschlossenen Kugel enthalten. O

Wir halten schlieilich noch fest:

Satz 3.3.7.
Es sei U C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und v : I — U ein geschlossener Weg in
U. Dann gilt fir jeden Punkt x € C\ U die Beziehung j(z;~) = 0.

Beweis.

Nach Voraussetzung gibt es ein kompaktes Intervall J C R und eine Konturhomotopie ¢ :
I x J — U von 7 auf einen sich auf einen Punkt reduzierenden geschlossenen Weg ~,. Wegen
x & (I x J) folgt nach dem Cauchyschen Integralsatz 3.1.10 die Beziehung

d
/ z _/ dz —0 .
L Z—T o 2T

Der Weg ¢, in der punktierten komplexen Ebene C \ {0} aus Beispiel 3.3.4 hat Index
j(0; €,) = n. Daher kann die punktierte Ebene nicht einfach zusammenhéngend sein.

O

Wir kommen nun zu einem weiteren zentralen Satz der Funktionentheorie:

Theorem 3.3.8 (Cauchysche Integralformel).
Es sei U C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und E ein komplexer Banachraum. Sei
ferner f : U — E eine analytische Abbildung. Dann gilt fir jeden auf einem kompakten Intervall
I definierten geschlossenen Weg ~ in U und jedes x € U \ v(I) die Beziehung

1 f(z)dz

27 y 2T

jlz;y) f(x) =

Eine analytische Funktion ist also insbesondere auf einer Kreisscheibe durch ihre Werte auf
dem Rand der Kreisscheibe festgelegt.

Beweis.
e Zum Beweis betrachten wir die auf U folgendermaflen definierte Funktion

FRI@) g £ o
g(z) = 1N e _ 7&
fl(z) fir z =

e Wir iiberlegen uns jetzt, dass die Funktion g auf U analytisch ist. Da auf U\ {z} die Funk-
tion g durch Einsetzen der analytischen Funktion f in eine rationale Funktion konstruiert
wird, ist die Funktion nach Satz 2.2.10 analytisch auf U \ {z}. Andererseits existiert eine
Kreisscheibe D, (x) um den Punkt x, so dass fiir z € D,(z) die Reihenentwicklung

fR)=fl@)+E—o)f(@) ...+ (z—2)"fO ) /0 + ...
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gilt. Damit ist klar, dass g(z) fir jedes z € D,(x) gleich der Summe der konvergenten
Reihe

Fa) + 5z =2 ")+t (e ) O 4

und somit auch im Punkt x analytisch ist.

e Nach dem Cauchyschen Integralsatz 3.1.10 gilt f7 g(z)dz = 0. Schreiben wir

f(2) . 1

z—XT z—XT

9(z) =

so folgt die Behauptung aus der Definition des Index.

Es gilt auch eine Umkehrung, fiir die wir aber noch ein kleines Lemma bendotigen:

Lemma 3.3.9.

Sei eine Reihe Y . u, von auf einem kompakten Intervall I = |a, 3] definierten banachraum-
wertigen Regelfunktionen w, mnormal konvergent gegen eine Funktion w, d.h. auch die Reihe
Yoo o |tnlsup,r aus den Supremumsnormen der Funktionen auf I ist konvergent. Dann ist auch

die Reihe
S / (e
n=0"% "

absolut konvergent und es gilt
B e B
[ ueac=Y" [Cua.
o n=0 v

Beweis.

Es reicht aus zu bemerken, dass aus dem Mittelwertsatz die absolute Konvergenz der Majorante
Yoo lun|(B — ) der Reihe auf der rechten Seite folgt. Dann diirfen wir Integral und Summe
vertauschen. O

Theorem 3.3.10.
Sei v : I = [b,c] — C ein geschlossener Weg in C und g eine stetige Abbildung von ~v(I) in
einen komplexen Banachraum E. Dann ist die Funktion

1) = / gla)ds

r—z

mit Werten in E auf dem Komplement des Bildes v(I) definiert und analytisch.
Genauer gesagt setzen wir fiir jeden Punkt a € C\ ~(I)

ck::A(ﬂﬂEE.

T — a)k—i—l

Dann ist die Potenzreihe Y > cq(z — a)™ konvergent auf jeder offenen Kreisscheibe D, (a) C
C\ ~(I) und ihre Summe ist gleich f(z).
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Beweis.
Sei

d:=d(a,v(I)) = mind(a,(t)) ;

tel

es ist 6 > 0. Gilt fir z € C die Ungleichung |z — a| < ¢ - 0 mit einer geeigneten reellen Zahl
0 < ¢ <1, so gilt fiir jedes z € y(I) die Beziehung

I 1 = (z—a)n
r—z (x—a)(l—;:‘;) _;(az‘—a)”“

weil sie wegen der Abschéitzung

(z—a)"
(.1' — &)nJrl
eine geometrische Reihe als Majorante hat.

Die Funktion g soll stetig sein und ([ ist kompakt. Daher existiert M > 0 mit |g(x)
fir alle x € y(I). Ferner gibt es m > 0 mit |7/(¢)| < m auf I. Daher gilt fiir jedes t €

Ungleichung

Y ()g(y(#))(z —a)"
60 — @y
Daher ist die Reihe mit dem allgemeinen Glied

Y()g(yv(1)(z — a)"
(y(t) — a)+t
auf I normal konvergent. Aus dem vorangegangenen Lemma 3.3.9 folgt dann, dass die

Reihe Y~  c,(z — a)™ auf der Kreisscheibe |z — a] < ¢d absolut konvergiert und Summe
f besitzt. Die Funktion f ist analytisch, da sie die angebene Potenzreihenentwicklung besitzt. O

< <q"

S| =

| <M
I die

Mm
)

Korollar 3.3.11 (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel).

Es sei U C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und E ein komplexer Banachraum. Sei
ferner f : U — E eine analytische Abbildung. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Weg ~ : I — U
und jedes z € U \ v(I) und jedes k € N die Beziehung

i f®e) = 5 [ O

27 T —

Beweis.
Sei zp € U\ v(I). Da f analytisch ist, gibt es § > 0, so dass fiir alle z mit |z — zp| < J nach
Bemerkung 2.3.3 die Reihe

£ Zo
Z] s )(Z—ZO)'“
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konvergiert. Andererseits rechnen wir mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel

2mij(z7) f(2) = z)dw _ / flz)dr

, (= 20) — (2 — 20)

/ f(z)dz
o (&= 20)(1 = 2=0)

r—2z0

= x x—(z — )"
N /v k=0 fle)d (z — 2)" !

wobei wir im letzten Schritt die absolute Konvergenz aus Theorem 3.3.10 angewendet haben,
um Summe und Integral zu vertauschen. Wegen des Eindeutigkeitssatzes Korollar 2.2.7
stimmen die Koeffizienten der Potenzreihen iiberein, was die behauptete Gleichheit liefert. O

Wir ziehen daraus noch eine Folgerung:

Korollar 3.3.12 (Cauchysche Ungleichungen).

Sei E ein komplexer Banachraum, U,(zy) C C eine offene Kreisscheibe und f : U,(zy) — E eine
analytische Funktion. Ferner gebe es eine Schranke M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle z € U,(2).
Dann kénnen wir auch fir alle Ableitungen von f eine Schranke angeben:

n!
|f (Zo)| < M—

Tw’l’b

Beweis.
Wir wéhlen 0 < p < r und betrachten den geschlossenen Weg

v: (0,1 U, (20)

| —
t oz + pemit .

Wir wenden die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel 3.3.11 auf diesen Weg an und
schlieBen mit j(zp;7y) =1

" | ! f(w)dw
| f™(20)] = 2W1/W
B Yz + pe2”1t) p27r1e27”tdt‘
o eth)n—i—l
= § — —27r = M—
2w pt p"
Da dies fiir alle p < r gilt, folgt die Behauptung. O

3.4 Direkte Folgerungen aus den Cauchyschen Integralformeln

Wir kénnen nun eine wichtige Folgerung aus Theorem 3.3.10 ziehen:

Theorem 3.4.1.

1. Jede stetig komplex differenzierbare Abbildung f von einer offenen Teilmenge U C C in
einen komplexen Banachraum FE ist analytisch.
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2. Sei zog € U und
f(2) =) an(z = 2)"
n=0
die Potenzreihenentwicklung um zy. Dann konvergiert diese Entwicklung mindestens auf
jeder Kreisscheibe Dg(2o), die in U liegt, lokal gleichmdflig gegen f.

Diese Aussage gilt auch fiir komplex differenzierbare Abbildungen offener Teilmengen des
C? in komplexe Banachraume. Die Aussage ist (fast) die Umkehrung von Korollar 2.3.4, das
besagt, dass analytische Funktionen auf C holomorph sind.

Beweis.

e Wir wollen beweisen, dass f in einem beliebigen Punkt zy € U analytisch ist. Nach einer
Verschiebung konnen wir z; = 0 annehmen. Nach einer Homothetie kénnen wir annehmen,
dass die offene Menge U die abgeschlossene Einheitskreisscheibe D (0) enthélt.

e Fiir jedes z € D1(0), jedes 0 < A < 1 und fiir alle ¢ € R gilt die Ungleichung
(1—=XNz+ | <1—-A+A=1.
Betrachte die Funktion

g: [0,1] — FE '
I e e I

elt—z

e Nach den iiblichen Sétzen fiir Integrale ist die Funktion ¢ auf dem abgeschlossenen In-
tervall [0, 1] stetig und weil der Integrand stetig nach A differenzierbar ist, hat in jedem
Punkt des offenen Intervalls (0, 1) die Ableitung

d 2 ) )
—g(\) = 'z + M — 2))e'dt .
A ;

e Nun ist aber fiir jedes A € R die Funktion
t = iAf'(z 4+ Ae" — 2))et
auf (0,27) die Ableitung der Funktion
t f(z+ Me' —2)).

Daher ist % fiir A # 0 das Integral {iber eine Ableitung und somit %g()\) =0 fiir A # 0.
Somit ist g als stetige Funktion auf ganz [0, 1] konstant. Aus ¢(0) = 0 folgt somit, dass g
verschwindet.

e Insbesondere folgt fiir A = 1, dass

1 [ flz)dz

J(z) = 27 J, x—2

fiir jedes z € D1(0). Die Behauptung folgt nun aus Theorem 3.3.10.
e Die zweite Aussage folgt aus der letzten Aussage von Theorem 3.3.10, zusammen mit der
Cauchyschen Integralformel 3.3.8 fiir analytische Funktionen. Insbesondere konvergiert

die Potenzreihenentwicklung einer auf ganz C holomorphen Funktion fiir alle Werte von
z. Auf ganz C holomorphe Funktionen sind also ganze Funktionen.
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O

Nun haben wir bei holomorphen Funktionen nicht gefordert, dass die Ableitung stetig ist.
Tatséchlich ist das aber automatisch der Fall, so dass alle holomorphen Funktionen analytisch
sind. Wir kennen leider dafiir kein elementares Argument, skizzieren aber ein Argument dazu
im Anhang. Da holomorphe Funktionen analytisch sind, gelten die fiir analytische Funktionen
bewiesenen Sétze auch fiir holomorphe Funktionen.

Korollar 3.4.2.
Sei U C C ein Gebiet, E ein komplexer Banachraum und f : U — E eine holomorphe Funktion.
Wir fassen zusammen:

1. Es qilt die Taylor-Entwicklung aus Bemerkung 2.5.5.
2. Fs existieren stets lokale komplexe Stammfunktionen, siehe Satz 2.5.5.

3. Wir haben FEindeutigkeitssditze. Aus Korollar 2.4.4 folgt sofort: sind f,qg : U — C ho-
lomorph und sei z, eine Folge paarweise verschiedener komplexer Zahlen, die gegen z
konvergiert. Dann folgt aus f(z,) = g(z,) fir allen € N, dass f(z) = g(z) fir alle z € U
qgilt.

4. Aus dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen analytischer Funktionen 2.2.6 folgt, dass
die Nullstellenmenge einer nicht konstanten holomorphen Funktion diskret ist.

5. Es qilt das Maximumsprinzip: holomorphe Funktionen nehmen thr Maximum auf dem
Rand an, vgl. Satz 2.4.7.

6. Es qilt der Cauchysche Integralsatz, Theorem 5.1.10.

7. Auf einfach zusammenhdngenden Gebieten existiert eine globale komplexe Stammfunktion,
siehe Theorem 3.3.4.

8. Es gilt die Cauchysche Integralformel 3.3.8 einschlieflich ihrer Verallgemeinerung 3.5.11.

9. Es gelten die Cauchyschen Ungleichungen aus Satz 3.5.12.

Korollar 3.4.3 (Satz von Liouville).

Sei [ : C — FE eine auf ganz C definierte holomorphe Funktion mit Werten in einem komplezen
Banachraum E. Es existiere eine nattrliche Zahl N € Ny und eine Konstante a > 0, so dass
die Abschdtzung

[f(2)] < a(l+]2)"

fiir alle z € C gilt. Dann ist f eine polynomiale Funktion hiochstens N-ten Grades.
MitIm Spezialfall N = 0 folgt, dass jede beschrdnkte ganze Funktion notwendigerweise kon-
stant ist.

Beweis.
Schreibe f(z) = > ¢,2" mit Koeffizienten ¢, = % f("(0). Aus der Cauchyschen Ungleichung
3.3.12, angewandt auf die Kreisscheibe D,.(0), folgt
1 N
e < am—) .
r,an

Da r bei einer ganzen Funktion beliebig grofi gewéhlt werden kann, folgt ¢, = 0 aufler fiir
n<N. O
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Korollar 3.4.4 (Fundamentalsatz der Algebra).

Sei p(z) ein nicht-konstantes Polynom mit komplezen Koeffizienten. Dann hat p(z) eine kom-
plexe Nullstelle.

Beweis.
Sei
p(z) =ap+ a1z + ...+ a,2" € Clz]
mit a, # 0. Angenommen, es wére p(z) # 0 fiir alle z € C. Dann ist 1/p(2) auf ganz C definiert
und holomorph und somit eine ganze Funktion. Sei eine reelle Zahl r so gewahlt, dass fiir alle
0 <k <n—1 die Ungleichung
"t (1))

gilt. Wir schitzen damit ab fiir |z| > r:

ay rnk
<
apz" k| 7 i (n+ 1)
und somit
an—1 Qg n r"
— la,2"| - |1 > la,2" - (1 — > la,
P = o |1+ 2 ) (1 ) 2l

so dass die ganze Funktion 1/p fiir |z| > r beschrinkt ist. Als stetige Funktion ist aber p auf der
kompakten Menge |z| < r ohnehin beschriankt, so dass 1/p auf ganz C beschrankt und somit
nach dem Satz von Liouville 3.4.3 konstant wire. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. O

Wir untersuchen auch die Verhéltnisse auf einer Kreisscheibe:

Satz 3.4.5 (Lemma von Schwarz).

1. Sei f: D1(0) — Dy(0) eine holomorphe Selbstabbildung der offenen Einheitskreisscheibe
mit f(0) = 0. Dann gilt |f(2)] < |z| fiir alle z € D1(0) und |f'(0)| < 1.

2. Gibt es tberdies ein zy € D1(0) \ {0} mit |f(20)] = |20|, so existiert ¢ € C mit |c| =1, so
dass f(z) = cz gilt. Die Selbstabbildung f ist also eine Drehung der Kreisscheibe um den
Ursprung.

Beweis.
1. Wir schreiben wegen f(0) = 0 die Funktion in der Form

f(z) = zg9(2)

mit einer auf D;(0) holomorphen Funktion g. Diese nimmt auf jeder Kreisscheibe D,.(0)
mit 0 <7 < 1 ihr Maximum auf dem Rand an. Fiir den Rand |z| = r gilt aber

o)1 = 112 = 1E)

r

<

1
r

(Man beachte, dass f eine Selbstabbildung der Einheitskreisscheibe ist und daher |f(2)| <
1 gilt.) Da dies fiir alle r < 1 gilt, haben wir die Abschétzung
lg(2)] <1 fiir z € Dy(0)

und somit |f(z)] < |z|.
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2. Es gebe ein zy € D1(0)\{0} im Innern der Kreisscheibe mit | f(z0)| = |20], also |g(20)| = 1.
Also nimmt g in zy ein lokales Betragsmaximum an und muss daher nach dem Maximum-
sprinzip Satz 2.4.7 auf der Kreisscheibe D;(0) konstant sein, g(z) = ¢. Setzt man z = z
ein, so folgt |c¢| = 1. Daraus folgt die Behauptung,.

O

Aus dem Schwargschen Lemma kann man die Gruppe biholomorpher Automorphismen von
D1(0) bestimmen. (Ubungsaufgabe)

Satz 3.4.6 (Satz von Weierstraf).

Sei (fn) eine Folge analytischer Abbildungen von einer offenen Menge U C C in einen kom-
plexzen Banachraum E. Fir jedes z € U konvergiere die Folge (f,(2)) gegen einen Grenzwert
g(z) € E. Diese Konvergenz sei gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von U.

Dann ist die Grenzfunktion g auf U analytisch und fir jedes k konvergiert die Folge fy(lk)
der n-ten Ableitungen gleichmdfig auf Kompakta gegen g®.

Beweis.

Wir zeigen zunéchst, dass die Grenzfunktion g analytisch ist. Fiir 2y € U wéhlen wir r so klein,

dass der geschlossene Weg v : t +— 2o + rel’ mit ¢ € [0,27] in der offenen Menge U enthalten

ist. Dann gilt fiir jedes z € D,(zy) nach der Cauchyschen Integralformel 3.3.8 fiir jedes n € N
1 fo(zx)dz

2m v T2

fn(z) =

Nach Voraussetzung der gleichméfigen Konvergenz auf Kompakte konvergiert fiir alle z mit
|z — 29| = r die Folge f,(z) gleichméBig gegen g(x). Fiir z € D,(2) haben wir die Abschitzung

r=lr—z| <|r—zl+ |z — 2|

und daher |x — z| > r — |z — 2|, so dass fiir festes z die Folge f,(x)/x — z fiir |z — 2| = r
gleichméBig gegen g(x)/x — z konvergiert. Daher konnen wir limes und Integral vertauschen

und es gilt
1 g(x)dx
9(:) = 5 / (z)
), v—2

und wegen Theorem 3.3.10 ist g auf D,.(zo) analytisch.
Nach der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel Korollar 3.3.11 gilt auch

1 falz)de

fal2) = 21 )., (v — 2)%

so dass wir in gleicher Weise fiir die Ableitung auf Konvergenz gegen eine Grenzfunktion schlie-
Ben konnen. Nach dem Mittelwertsatz haben wir schlieflich

19(0) = o) < = sup |gla) — fula)] |

|x—z|=r

woraus die Konvergenz gegen ¢’ folgt. Nun schlieit man induktiv weiter. O

Bemerkungen 3.4.7.
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1. Der Satz gilt nicht fir analytische Funktionen reeller Variablen. Eine Folge von reellen
Polynomen kann nach dem Weierstraf$’schen Approximationssatz gegen eine beliebige ste-
tige Funktion konvergieren, die nicht unbedingt differenzierbar ist.

2. Der Satz von Weierstraff 3.4.6 hat auch wichtige Konsequenzen fiir die Topologie von
Rdaumen holomorpher Funktionen. Sei U C C" ein Gebiet und E ein komplexer Banach-
raum. Wir betrachten zundchst den Raum C*(U,E) aller auf U mindestens k-mal stetig
reell differenzierbaren Funktionen mit Werten in E. Hierbei ist k = oo fir die glatten
Funktionen zugelassen. Fiir jedes Kompaktum K C U und jedes m < k haben wir eine
Norm durch partielle Ableitungen deren Ordnung |p| hdochstens m ist,

_ ors
e i= s (sup 51

Ip|<m \zeK
die den unendlich-dimensionalen Vektorraum mit der Struktur eines (metrisierbaren,
Hausdorff) lokal-konvezen Vektorraums versieht.

Aus Satz von WeierstrafS 3.4.6 folgt sofort, dass, wenn wir daher den Raum H(U,E) der
holomorphen Funktionen als Unterraum von C*(U, E) sehen, alle Relativtopologien iiber-
einstimmen. Insbesondere ist H(U, E) als abgeschlossener Unterraum des Fréchetraums
C>®(U, E) ein Fréchetraum (und sogar ein Banachraum,).

4 Singularititen und Residuen

In dem vorgehenden Kapitel hatten wir analytische und somit holomorphe Funktionen studiert.
In diesem Kapitel wollen wir mit d&hnlichen Methoden holomorphe Funktionen am Rand ihres
Definitionsbereichs studieren, wo dann auch Singularitéten auftreten kénnen.

4.1 Laurentzerlegung

Hatten wir bisher insbesondere einfach zusammenhéngende Gebiete, insbesondere Kreisschei-
ben betrachtet, so fithren wir nun &hnliche Betrachtungen auf ringférmigen Gebieten durch.

Lemma 4.1.1.
Es set U C C offen und 0 < ro < ry reelle Zahlen. Der offene Ring oder das Ringgebiet

Srory :={2 € Clro < |2| <r}

sei so gewdhlt, dass sein Abschluss Sy,., in U enthalten ist. Dann gilt fir jede analytische
Abbildung f : U — E in einen komplexen Banachraum E fir jedes z € S, die Beziehung

f(2) = 1 fl)de 1 f(z)dx

27 w T—2z 27 o T—Z

or1

mit geschlossenen Wegen
) = o und  (t) = e

wobei 0 < t < 27r.

Beweis.
Wie beim Beweis der Cauchyschen Integralformel 3.3.8 bemerken wir, dass die durch

H&=1E) fi ¢ o -
9(x) = { f'(z) fiir x = 2
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auf U definierte Funktion g auf dem Ringgebiet S,,,, analytisch ist. Nun ist
p(t,€) = &rie + (1 = §ree

fir 0 <t <27 und 0 < ¢ < 1 eine Konturhomotopie von 7y in v, innerhalb U. Nach dem
Cauchyschen Integralsatz 3.1.10 ist also

/%g(x)dx _ /Mg(x)daz |

Fiir einen Punkt z mit ro < |z| < 7y ist aber j(z;7) = 0 nach Lemma 3.3.5 und j(z;7) = 1
nach Beispiel 3.3.4. Aus

f(x)d:c_f(z)/ dz :/ f(a:)d:t:_f(z)/ dz

o T2 o T — 2 xr—z LTz
——
=0 =2i
folgt die Behauptung. O

Damit ergibt sich:

Satz 4.1.2.

1. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 4.1.1 existieren eine fir |z| < r
konvergente Potenzreihe gi(z) = Y ", cn2™ und eine fir |z| > ro konvergente Potenzreihe
Ga(2) = > 7 dyz7" in 1/z ohne konstantes Glied derart, dass auf dem Ringgebiet S,
die Beziehung

f(2) = 91(2) + g2(2)
qgilt.

2. Die Potenzreihen mit diesen Figenschaften sind eindeutig bestimmit.

3. Fiir jeden geschlossenen Weg v im Abschluss des Ringgebiets S,,., gelten die Beziehungen

J’(O;V)cn:i fla)dw und  §(0;v)d, = ! /x“f(w)dl’

N n+1 - N
27 Y T 21 -

Beweis.
e Nach Theorem 3.3.10 gilt fiir |z| < ry

L[ f@de S~

. - n
271 w T2 “

I
S

mit
1 f(z)dx
Cp ‘= — n ;
2mi [, @ +1

wobei die Reihe fiir |z] < r; konvergiert.
Andererseits gilt fiir |z| > ro und |z| = r die Beziehung
n—1

o0
1 ZI
Z2—x zn

n=1
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wobei die rechte Seite fiir alle  mit |z| = r( fiir festes z normal konvergiert. Nach Lemma
3.3.9 diirfen wir Integral und Summe vertauschen und erhalten

f oo
2mi zZ— Zdz

Yo

271

dp = — [ 2" 'f(x)dx
0
wobei die Reihe fiir |z| > r konvergiert. Zusammen mit Lemma 4.1.1 folgt

1 flz)de 1 f(z)dx
1 = ) amz o), ez

= Z 2+ = Z dpz "
n=0 n=1

Damit ist der erste Teil der Aussage, die Existenzaussage, bewiesen.

e Nun sei auf dem Ringgebiet S,,,, eine Reihendarstellung

f(z) = Zanz —I—Zb z "

n=0

gegeben, wobei beide Reihen auf dem Ringgebiet konvergieren. Zunéchst sei v ein auf
einem kompakten Intervall I definierter geschlossener Weg im Innern des Ringgebiets
Sror, - Es gibt dann Werte ¢,¢' € I mit

Y] = inf |y(s)] = v und  |y(t)] = sup |y(s)| =: 7’

sel sel

Daher gilt
ro <1 <|y(s)| <r' <r

fiir jedes s € I. Fiir r < |z|] <7’ sind die beiden Reihen nach dem abelschen Lemma 2.2.2
gleichméfig absolut summierbar. Daher gilt nach Lemma 3.3.9 fiir jede ganze Zahl m die

Beziehung
/zmlf(z)dz = Z an / 2 ldy + Z by, / 2y
v n=0 v n=1 v
e Da I:J: fiir k¥ # —1 eine komplexe Stammfunktion der Funktion 2* ist, gilt fa ZFdz =0

fiir jeden geschlossenen Weg o. Die weiteren Gleichungen folgen damit aus der Definition
des Index.

o Liegt der Weg v im Abschluss S, des Ringgebiets, so gibt es einen etwas grioferen
offenen Ring S(1_¢)r,(14e)ri, der in U enthalten ist und wir kénnen die eben erlangten
Ergebnisse auf dieses Ringgebiet anwenden.

O

Dies fiihrt uns zu der folgenden

Definition 4.1.3
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1. Unter einer unendlichen Reihe der Form %" a, versteht man das Paar von Reihen

Eine solche Reihe heifit konvergent, wenn die beiden Reihen Y7 ja, und >~ a_, kon-

vergieren. Dann hei8t ihre Summe > . a, + > o, a_, der Grenzwert von » .. a
n=0 n=1

n=—oo ~1*

2. Analog fiihrt man die Begriffe der absoluten und der gleichm&Bigen Konvergenz fiir solche
Reihen ein.

3. Eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt z, € C und Werten in einem komplexen Ba-
nachraum FE ist eine Reihe der Form

o0

Z an(z —29)" mita, € E

n=—oo

4.2 Isolierte singulire Punkte, Pole und Nullstellen
Unsere Ergebnisse liefern uns sofort:

Satz 4.2.1.
Es sei U C C offen und a ein isolierter Punkt von C\ U, d.h. es gibt eine Umgebung V in
C wvon a, so dass VN (C\ U) = {a} gilt. Ferner sei v > 0 so gewdhlt, dass alle Punkte der
abgeschlossenen Kreisscheibe mit |z — a| < r mit Ausnahme von a in U liegen.

Sei E ein komplexer Banachraum und f : U — E eine analytische Abbildung. Dann gilt fiir
alle z mit 0 < |z — a| < r die Laurentzerlegung

o0

f(z) = ch(z —a)" + Zdn(z —a) "= Z cn(z —a)"

n=0

mit c_,, = d,, fir n > 1. Dabei konvergieren beide Reihen fir 0 < |z — a| < r und es ist

1 f(x)dz 1

dy (z —a)" " fz)de

Cp —

" 27 4 (2 —a)"+t T o N

wobei vy der geschlossene Weg t — a + re® mit 0 <t < 27 ist.

Beweis.
Dies folgt sofort, indem man Satz 4.1.2 auf den Ring p < |z — a| < r mit beliebig kleinem
p > 0 anwendet. O

Bemerkungen 4.2.2.
1. Wir werden sehen, dass die Rethe

u(z) = i d,x"
n=1

eine ganze Funktion mit u(0) = 0 definiert.
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2. Ist w = 0, so stimmt f auf der offenen Menge U := {z € C|0 < |z — a| < r} mit der

Funktion -

g(z) == ch(z —a)"

n=0

tiiberein. Die Funktion g ist auf der ganzen Kreisscheibe D,.(a) analytisch.

3. Ist umgekehrt f die Einschrinkung einer auf der ganzen Kreisscheibe D, (a) definierten
analytischen Funktion f1 auf U, so gilt nach Satz 4.2.1 fi = g und somit u = 0.

Definition 4.2.3
In der eben beschriebenen Situation mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen definieren wir:

1. Die Funktion u(1/(z — a)) heifit Hauptteil der Funktion f in der Umgebung von a oder
in a. Die Funktion g(z) heifit Nebenteil von f. Die Zerlegung

f(z2) = g(2) + u(l/(z — a))

heiit Laurentzerlegung der Funktion. Sie ist nach Satz 4.2.1 eindeutig.

2. Ist der Hauptteil u # 0, so sagen wir, a sei ein isolierter singuldrer Punkt von f.

3. Ist der Hauptteil u ein Polynom vom Grad n > 1, so nennen wir a einen Pol von f der
Ordnung n oder auch der Polstellenordnung n.

4. Andernfalls, d.h. wenn es unendlich viele Werte von m mit d,, # 0 gibt, nennen wir a
einen wesentlich singuldren Punkt oder eine wesentliche Singularitét von f.

5. Allgemein definieren wir die Ordnung w(a; f) von f im Punkt a wie folgt:

e w(a; f) = —oo, wenn a eine wesentliche Singularitét von f ist.

e w(a; f) = —n, wenn a ein Pol der Ordnung n > 1 ist. (Man beachte das Vorzeichen:
fiir Pole ist w(a; f) negativ.)

w(a; f) = m, wenn f # 0 und u = 0 ist und in der Potenzreihe Y " c,(z — a)",
die fiir 0 < |z — a| < r gleich f(z) ist, m die kleinste ganze Zahl mit c,, # 0 ist. Ist
m > 0, so nennen wir auch a eine Nullstelle der Ordnung m von f.

Schliefilich setzen wir noch w(a;0) = oo fiir die konstante Funktion 0.

Beispiele 4.2.4.
1. Die Funktion f(z) = %, die auf C\ {0} definiert ist, hat in z = 0 einen Pol der Ordnung

2.
2. Wir tragen ein Beispiel zur Entwicklung auf Ringgebieten nach: Die gebrochen rationale
Funktion 5
f(z) = 22 —4z+3
ist auf C\ {1, 3} definiert. Wir konnen sie schreiben als
1 1
f(z) = 1—z+z—3



Wir suchen die Laurententwicklung von f auf dem Ringgebiet Sy 5. Fiir |z| > 1 gilt

o0 [e.9]

1 1 1 1 1 1
i T D D R D
z n=0 n=0
Fiir |z| < 3 gilt dagegen
1 11 1 <,z = 2"
e I A e i S DI BE

Somit gilt auf dem Ringgebiet Sy 5 die Zerleqgung f(z) = g(z) + h(1/z) mit der fir |z| < 1

konvergente Reihe
h(z) = — Z 2"
n=1

und der fir |z| < 3 konvergenten Reihe

n

9(2) = _Z 3i+1 :

n=0

Man beachte, dass die Funktion f in z = 0 holomorph ist und daher ihr Hauptteil ver-
schwindet.

Es folgt sofort aus den Definitionen:

Lemma 4.2.5.
1. Sind sowohl f als auch g auf der offenen punktierten Kreisscheibe U = {z € C|0 <
|z —a| < r} definierte analytische Funktionen mit Werten in demselben Banachraum, so
15t

w(a; f +g) > min (w(a; f),w(a; g)) .

2. Ist eine der Funktionen komplezwertig, so ist w(a; fg) = w(a; f) + w(a;g), falls beide
Zahlen w(a; f) und w(a; g) endlich sind.

3. Jede auf U analytische Funktion f, die in a endliche Ordnung n hat, kann eindeutig in
der Gestalt
f(z) = (z—=a)"fi(2)
geschrieben werden, wobei n positiv oder negativ sein kann und fi auf U analytisch ist
und im Punkt a Ordnung 0 hat, fi(a) # 0.

4. Ist f auf U analytisch, komplexwertig und von der endlichen Ordnung m, so folgt aus
dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen 2.2.6 und dem FEinsetzungsprinzip 2.2.9, dass
ein ' mit 0 < r’ < r existiert, so dass 1/f auf der offenen punktierten Kreisscheibe
0 < |z —a| <7 analytisch ist. Dann gilt

w(a;1/f) = —w(a; f) .

Es gilt:

Satz 4.2.6.

Ist eine Funktion f mit Werten in einem komplexzen Banachraum E auf der offenen punktierten
Kreisscheibe U := {z € C | 0 < |z — a| < r} analytisch, so gilt genaw dann w(a; f) > n mit
n € Z, wenn eine Umgebung V wvon a in C existiert, so dass die Funktion (z —a)™"f(z) auf
V- N U beschrinkt ist.
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Beweis.

e Gelte w(a; f) > n mit n € Z. Dann hat die Funktion (z — a)™"f(z) im Punkt a nicht-
negative Ordnung und ist daher die Einschrénkung auf U einer auf der ganzen Kreisschei-
be D, (a) definierten analytischen Funktion, die insbesondere stetig ist. Sie ist daher lokal
beschrankt.

e Sei umgekehrt (z —a)™" f(z) auf V NU beschréankt. Wir untersuchen nur den Fall n = 0
und wenden dann das Ergebnis auf die Funktion f(2) := (2 —a) " f(2) an

Dann folgt aus Satz 4.2.1 und dem Mittelwertsatz, dass fiir |f(z)| < M auf U fiir jedes
0 < p < r die Ungleichung |d,,| < Mp™ fiir jedes m > 1 erfiillt ist. Da p beliebig gewihlt
ist, muss d,,, = 0 fiir jedes m > 1 sein.

O

Definition 4.2.7

Sei eine Funktion f mit Werten in einem komplexen Banachraum E auf der offenen punktierten
Kreisscheibe U := {z € C | 0 < |z — a| < r} analytisch und a eine Singularitidt von f. Dann
heiBt die Singularitét in a hebbar , falls sich f holomorph auf die offene Menge UU{a} fortsetzen
Iisst, d.h. wenn es eine analytische Funktion f : U U {a} — E gibt mit f|y = f

Beispiel 4.2.8.
Die Funktion sin(z)/z fir z # 0 hat in z = 0 eine hebbare Singularitit, denn wir kénnen sie
holomorph mit Wert 1 fortsetzen.

Wir erhalten als Spezialfall aus Satz 4.2.6 fiir n = 0 das

Korollar 4.2.9 (Riemannscher Hebbarkeitssatz).

Sei eine Funktion f mit Werten in einem komplexen Banachraum E auf der offenen punktierten
Kreisscheibe U := {z € C|0 < |z — a| < r} analytisch und a eine Singularitit von a. Dann
ist die Singularitit a genau dann hebbar, wenn die Funktion f auf einer Umgebung von a
beschrinkt ist.

Lemma 4.2.10.

Sei U C C ein Gebiet, a ein isolierter Punkt von C\ U und f : U — E eine analytische
Abbildung in einen komplexen Banachraum E. Dann ist der Hauptteil von f in a eine ganze
Funktion.

Beweis.
Wir setzen zur Vereinfachung a = 0. Wir haben dann nach Satz 4.1.2 die Darstellung mit rg
hinreichend und dann beliebig klein

-1 f(w)dw

u(z) = P

1
lwj=rq W~ 73

fir alle |z] < lo und z # 0. Weil auch die Funktion z — 2 fiir z # 0 holomorph ist, ist nach

Theorem 3.3.10 die Funktion v auf D /,,(0)\ {0} holomorph Wir mussen noch zeigen, dass sich
u durch u(0) = 0 holomorph fortsetzen ldsst. Fiir |w| = ro und |z| < E gilt die Abschétzung

1 1 1 1
w—-[=]z—w[=[Z|-|w=]-[-r>0.
2 z z 2
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Mit M := max|y|=r, | f(w)| folgt daher

1
lu(z)] < %Mm 2mrg — 0 fir z — 0
Insbesondere ist der Hauptteil u in einer Umgebung von 0 beschrankt, hat also nach dem
Hebbarkeitssatz 4.2.9 eine hebbare Singularitét bei z = 0. Also ist u auf der ganzen offenen
Kreisscheibe Ds,,(0) holomorph. Der innere Ringradius ry kann aber beliebig klein gewéhlt
werden, so dass die Aussage fiir beliebig grofie Kreisscheiben gilt. Daher ist die Funktion ganz. O

Wir halten noch einmal explizit fest:

Satz 4.2.11.

Sei eine Funktion f mit Werten in einem Banachraum E auf der offenen Menge U := {z €
C|0<|z—al <r} analytisch und a eine Singularitit von f. Dann besitzt f eine Laurentent-
wicklung Y07 c(z —a)™ und es gilt

1. a ist genau dann hebbare Singularitit, wenn c, = 0 fir alle n < 0.
2. a ist Polstelle der Ordnung m > 1, wenn c_,, # 0 gilt, aber ¢, =0 fir alle n < —m.

3. a ist eine wesentliche Singularitit, wenn unendlich viele n < 0 existieren mit ¢, # 0.

Beweis.
Ubungsaufgabe O

Wir wollen noch im Falle komplexwertiger Funktionen die Situation an wesentlichen Singu-
laritdten beschreiben:

Satz 4.2.12 (Satz von Casorati-Weierstraf}).
Sei eine komplexwertige Funktion f auf der offenen Menge U = {z € C|0 < |z —a] < 1}
analytisch und a eine wesentliche Singularitit von f.

Dann existiert fiir jede Umgebung V' von a, fir jeden Wert b € C und zu jedem € > 0 ein
zeVNU mit|f(z) —b| <e.

Das Bilder jeder Umgebung einer wesentlichen Singularitét liegt also dicht in C. Man sagt
auch, die komplexwertige Funktion f komme in jeder noch so kleinen punktierten Umgebung
V' N U der wesentlichen Singularitdt a jedem Wert b € C beliebig nahe. Die komplexwertige
Funktion f ist also “extrem nervos” in der Néhe einer wesentlichen Singularitdt. Als Beispiel
betrachte man die Funktion f(z) = e/* mit Reihenentwicklung

um den Punkt a = 0.

Beweis.
e Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen, es gibt eine Umgebung V', ein b € C und
eine Schranke d > 0, so dass |f(z) — b| > d fiir alle z € V N U. Dann ist

1
g9(2) = T2 =0

auf V N U analytisch und beschréinkt. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz 4.2.9
lasst sich g holomorph auf (V N U) U {a} fortsetzen.
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e Wir betrachten zunéchst den Fall g(a) # 0. Dann gilt auf U NV

und f ist auf (U NV) U {a} holomorph, so dass a eine hebbare Singularitit von f wére,
im Widerspruch zur vorausgesetzten wesentlichen Singularit it.

e Also muss g(a) = 0 gelten. Da ¢ nicht identisch Null auf (V N U) U {a} ist, folgt aus dem
Prinzip der Isolierheit der Nullstellen 2.2.6, dass

9(z) = (2 —a)"h(2)

gilt mit einer natiirlichen Zahl m > 1 und einer holomorphen Funktion h mit h(a) # 0.
Fir 2 € U NV folgt daher

1 1/h(z) G(z)
= —p= M)y CE)
T R e N FE T
mit G(z) := ﬁ +b(z —a)™. Es ist G(a) = ﬁ # 0. Also hat f in a einen Pol endlicher

Ordnung, im Widerspruch zur vorausgesetzten wesentlichen Singularit &t.

O

Es gibt noch eine Aussage, die stéirker als der Satz von Casorati-Weierstraf ist.

Theorem 4.2.13 (Satz von Picard).
Sei a € C eine wesentliche Singularitit der analytischen Funktion f : U — C. Dann sind
nur zwei Fdlle moglich: Fiir jede punktierte Umgebung U von a qilt f(U) = C, oder es gilt
f(U) =C\ {c} fiir genau ein c € C.

Mit anderen Worten: eine analytische Funktion nimmt also in jeder Umgebung einer we-
sentlichen Singularitit a jeden Wert mit hochstens einer Ausnahme an.

Die fiir den Beweis dieser Aussage notigen Methoden kénnen wir allerdings in dieser Vorle-
sung nicht bereit stellen. Wir verweisen auf Kapitel 10.4 von
Reinhold Remmert und Georg Schumacher: Funktionentheorie 2. Dritte, neu bearbeitete Auf-
lage, Springer 2007.

4.3 Residuum

Wir hatten schon im Beweis von Satz 4.1.2 gesehen, dass fiir jeden geschlossenen Weg o das
Integral fg 2*dz fiir k # —1 verschwindet, weil die monomiale Funktion z — 2* dann eine
Stammfunktion hat. Dies legt eine besondere Rolle des Koeffizienten c¢_; in einer Laurentent-
wicklung nahe.

Definition 4.3.1

Sei eine Funktion f mit Werten in einem Banachraum E auf der offenen Menge U = {z €
C|0 < |z —a| < r} analytisch und a eine Singularitdt von f. Der Koeffizient d; € E im
Hauptteil von f wird das Residuum von f im Punkt a genannt. Wir schreiben

di =:res,—.f .
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Bemerkungen 4.3.2.

1. Nach der Koeffizientenformel aus Satz 4.1.2.3 fiir Laurentreihen ist das Residuum gleich

dem Mittelungsintegral

1
z=al — 5. d
res,—q f e A_a“) f(z)dz

fiir p klein genug.
2. Ist die Singularitdt von f an der Stelle a hebbar, so ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

3.3.10 res,—,f = 0.

3. FEine analytische Funktion f(z) habe einen Pol der Ordnung m an der Stelle zy, so dass
wir als Laurentrethe finden

f(Z) = a,m(z - ZO)im + (Z,erl(Z — Zo)ierl 4+ ...
Dann hat die Funktion
(2= 20)"f(2) = a_m + a_pmr1(z — 20) + . ..

eine hebbare Singularitit in zg. Wir setzen sie holomorph fort. Dann gilt die fiir praktische
Rechnungen wichtige Formel

. 1 dm—l
ress— (f) a1 = o e (2 = 20)" ()

Beispiele 4.3.3.

1. Betrachte fir z # 0 die Funktion f(z) = “£. Aus der Reihenentwicklung der cosinus-

Funktion

2,2

cosz=1——=...
21

fiir alle z € C folgt res,—of = 1.

2. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = e'/?. Wegen der Reihenentwicklung

=11
1/z _ il
¢ Z nl Zn
n=0
fiir z # 0 folgt res,—ge'/* = 1.
3. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = el/%* . Aus der gleichen Reihenentwicklung fiir
2 #£ 0 folgt res,_ge/** = 0.
Wir konnen nun einen weiteren klassischen Satz der Funktionentheorie formulieren:

Theorem 4.3.4 (Residuensatz).

Sei U C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, (a,) eine endliche oder unendliche Folge
verschiedener Punkte von U und S die Menge der Punkte dieser Folge. Alle Punkte von S seien
in U isolierte Punkte.

Ist nun f eine analytische Abbildung von U \ S in einen komplexen Banachraum E und ~y
ein geschlossener Weg in U \ S, so gilt

/f(z)dz = 2mi Zj(an; y)res,—a, (f) -
v n
Dabei gibt es auf der rechten Seite nur endliche viele von Null verschiedene Glieder.
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Beweis.

1. Wir konnen die holomorphe Funktion f auf alle hebbaren singuldren Punkte in S ana-
lytisch ausdehnen. Wegen res,, (f) = 0 fiir hebbar singulédre oder nicht-singuldre Punkte
tragen solche a,, zur Summe auf der rechten Seite nicht bei. Daher kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass jedes a,, € S ein nicht hebbarer singularer
Punkt fiir f ist.

2. Als Néchstes wollen wir uns iiberlegen, dass fiir jede kompakte Teilmenge K C U der
Schnitt K N S hochstens endlich viele Elemente enthélt. Denn U \ S ist nach Annahme
offen in C, also ist K N.S abgeschlossen. Somit ist K N.S auch kompakt und als kompakte
diskrete Menge K N .S endlich.

3. Es sei I das Intervall, auf dem der Weg ~ definiert ist. Sei

Pi={z€Ulj(zv) # 0}

die Menge der Punkte, die in Bezug aEf den Weg ~ nicht-verschwindenen Index haben.
Nach Korollar 3.3.6 ist der Abschluss P von P beschrinkt und somit in C kompakt.

Wir beschreiben diesen Abschluss P noch etwas genauer: Da die Menge der Punkte in
C\ (), in denen der Index einen gegebenen Wert annimmt, nach Lemma 3.3.3 offen ist,
liegen die Punkte des Abschluss P entweder auf dem Weg (/) oder in der offenen Menge
P.

4. Wir iiberlegen uns schlieBlich, dass die abgeschlossene Menge P in der offenen Menge U
enthalten ist. Andernfalls géibe es in P einen Randpunkt von U. Dieser miisste nach dem
letzten Resultat in Punkt 3 entweder auf der Kurve (/) liegen, was nach Voraussetzung
iiber v nicht sein kann, oder einen von Null verschiedenen Index in Bezug auf die Kurve ~
haben, was nach Satz 3.3.7 nicht sein kann, da der Randpunkt nicht in der offenen Menge
U liegen kann. Also enthilt der Abschluss P keinen Randpunkt von U und es gilt P C U.

Dies beendet unsere Diskussion der Topologie der Situation.

5. Da U als einfach zusammenhéngend vorausgesetzt wurde, finden wir eine Konturhomo-
topie ¢(t,£) mit t € I und £ € J mit J einem kompakten Intervall von « innerhalb U in
einen einpunktigen Weg.

Wegen der Stetigkeit von ¢ ist das Bild M := ¢(I x J) der Konturhomotopie eine kom-
pakte Teilmenge von U. Man kann sich M als die Teilmenge von U vorstellen, die durch
die Kurven der Konturhomotopie iiberstrichen wird.

Auch die endliche Vereinigung M U P ist kompakt. Es sei H C N die Menge natiirlicher
Zahlen, fiir die a, € M U P gilt. Sie ist nach 2. endlich. Dies sind also die Indizes der
Singularitédten von f, die im Bild der Konturhomotopie liegen oder deren Index in Bezug
auf + nicht verschwindet.

Fiir jedes n € H sei u, der Hauptteil von f im Punkte a,. Man beachte, dass wegen
Lemma 4.2.10 der Hauptteil u,, eine ganze Funktion ist.

6. Mit B bezeichnen wir
B = U\UngH{an} .

Jede in U enthaltene kompakte Umgebung eines beliebigen Punktes x € B hat wegen
2. einen endlichen Durchschnitt mit S. Daher ist eine hinreichend kleine Umgebung von
x € B in B enthalten; die Menge B ist somit offen.
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7. Da H nach 5. endlich ist, ist die Menge B \ Upep{a,} offen. Wir betrachten auf ihr die

Funktion .

zZ—ap,

9(2) = f(2) = > un( )

Die Pole von f in U liegen in S = Upgn{a, }U Upen {a,}. Die erste Teilmenge liegt nicht
in B, nach Definition von B. An den endlich vielen Punkten der zweiten Teilmenge hebt
sich der Hauptteil von f gegen einen der Summanden weg. Daher lésst sich die Funktion
g zu einer auf ganz B holomorphen Funktion fortsetzen.

Nach Definition von B gilt fiir das Bild M der Homotopie M C B, denn wir hatten
bei der Konstruktion von B nur die a, entfernt, die nicht in M liegen. Daher ist

sogar innerhalb der offenen Menge B zu einem einpunktigen Weg homotop. Nach dem
Cauchyschen Integralsatz 3.1.10 gilt f7 g(z)dz =0, also

/Vf(z)dz: Z/un(z_lan)dz.

neH Y
8. Betrachte nun jede der endlich vielen Funktionen un(ﬁ) in einem offenen Ring um a,,
der v(I) enthélt, so ergibt sich die Behauptung aus

f,y un(zfan)dz = fw ( i Un (2 — an) ) dz
= ;il (unvj f'y(z - an>.7 dZ
= 27i- Up,—1 - j(an; ’7) = 2mi - j(an; ’7) ’ reSan(f)

Hierbei haben wir zudchst ausgeniitzt, dass auf der kompakten Menge (1) die Laurent-
Entwicklung gleichméBig konvergiert, so dass wir Integration und Summation vertauschen
diirfen. Das Integral fw(z — a,,)?dz verschwindet fiir j # —1, da dann der Integrand die

komplexe Stammfunktion (z — a,)?**/(j + 1) hat.

4.4 Funktionentheoretische Anwendung des Residuensatzes

Wir setzen wie in Abschnitt 1.5 C := C U {oo} .

Definition 4.4.1
1. Sei U C C offen, f : U — C analytisch und a ein Pol von f. Dann setzen wir f(a) := oo,
was wegen lim,_, | f(z)| = oo sinnvoll ist.

2. Sei nun U C C offen und f : U — C eine Abbildung. Dann heifit f eine

meromorphe Funktion auf U, wenn gilt

(a) S(f) := f~'({oo}) ist diskret in U, d.h. S(f) hat keinen Haufungspunkt.
(b) Die Einschrankung f|i\s(y) ist analytisch.
(c) Alle Punkte aus S(f) sind Polstellen von f.
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Satz 4.4.2 (Null- und Polstellen zéhlendes Integral).

Sei U C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f eine auf U meromorphe Funktion
mit endlich vielen Nullstellen und Polstellen. Seien diese Null- und Polstellen mit aq,...a,
bezeichnet. Sei vy : I — U ein geschlossener Weg mit a; & v(I). Dann gilt

1[G
2mi )., f(2)

Man beachte, dass hier die Nullstellen und Pole gewichtet wird Threr Ordnung und ihrem
Index beziiglich v gezdhlt werden. Ein Beitrag kann also durchaus auch negativ sein, so dass die
traditionelle Bezeichnung “Null- und Polstellen zé&hlendes Integral” nicht im Sinne eines reinen
Zahlens verstanden werden darf.

dz = jay;y)w(f;an)

Beweis.
Die Funktion ’;((Zz)) ist holomorph auf U \ {ay,as,...a,}. Nach dem Residuensatz gilt daher
1 [ () ~ f
— dz = Jlay;y)res,—q, — ,
2mi ), f(2) ; ( ) f

so dass es nur noch darauf ankommt, zu zeigen, dass fiir eine Nullstelle oder einen Pol a von f
gilt

/
7o w
Dazu schreiben wir auf einem Kreisring S um a
f(2) = (z —a)"g(2)
mit m = w(f;a,) und g : U — C holomorph, g(a) # 0. Dann gilt
fl(z) =m(z —a)" 'g(2) + (z — )" (2)

(f;a,) .

res.—q,

und daher )
f(z) _mz—a)"g(z)+(z—a)"¢(z) _ m | g(2)
f(z) (z —a)mg(2) z—a  g(z)
und somit reszzafT/ = m, denn der Quotient ¢’/g ist wegen g(a) # 0 holomorph. O

Wir reformulieren einen Spezialfall:

Korollar 4.4.3 (Argumentprinzip).
Es gelten die gleichen Voraussetzungen. Seien aq, as, . .. a, die Nullstellen von f und a,,1,...a,
die Polstellen. Setze

T

N(O) =Y w(fia)

v=1
die (mit der Vielfachheit gewichtete) Gesamtzahl der Nullstellen und

n

N(o0) := — Z w(f;ay,)

v=r+1

die mit der Vielfachheit gewichtete) Gesamtzahl der Polstellen. Dann gilt

1P, v v
2mi Wf(z)d = N(0) = N(o0)

fiir jeden Weg v, der jeden der Punkte a, genau einmal im positiven Sinne umlduft.
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Wir zeigen nun

Satz 4.4.4 (Satz von Hurwitz).
Sei U ein Gebiet und (f,)nen eine Folge von holomorphen Funktionen f, : U — C, welche auf
jeder kompakten Teilmenge von U gleichmdf$ig gegen eine Funktion f : U — C konvergiert.

Es gelte f.(z) # 0 fir alle z € U und fir alle n € N. Dann ist entweder die Grenzfunktion
f identisch Null auf U oder gilt auch fir die Grenzfunktion f(z) # 0 fir alle z € U.

Beweis.

e Nach dem Satz von Weierstraf 3.4.6 ist die Grenzfunktion f auf dem Gebiet U holomorph.
Wir nehmen an, dass f nicht identisch Null auf U ist. Nach dem Prinzip der Isoliertheit
der Nullstellen 2.2.6 ist die Nullstellenmenge von f diskret.

e Sei a € U fest gewéhlt. Wir miissen f(a) # 0 zeigen. Nach dem Prinzip der Isoliertheit
der Nullstellen 2.2.6 ist die Nullstellenmenge von f diskret. Es gibt daher r > 0, so dass
U,(a) C U und so dass f auf U,(a) \ {a} nicht Null ist. Setze

M := min [f(2)]>0.

|z—al=r

e Da die Funktionenfolge (f,) auf dem kompakten Kreis |z — a| = r gleichméfig gegen f
konvergiert, gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

|fn(2) = f(2)] < % fir alle |z —a|=1.
Fiir alle n > N und z auf dem Kreis folgt dann
[fn(2)] = 1f(2) = (f(2) = fuD)] Z [F(2)] = [f(2) = fu(2)| = M —

Hieraus erhalten wir die Abschitzung

_1f() — fal2)
A1)

11
fn(2)  f(2)

<2l - £

Aus der gleichméBigen Konvergenz von ( f,,) gegen f auf dem Kreis |z — a| = r folgt somit

aber auch die gleichméfige Konvergenz der Funktionenfolge (fin) gegen die Grenzfunktion
1

7
e Aus dem Satz von Weierstral 3.4.6 wissen wir aber auch, dass die Ableitungen ( f) auf
dem Kreis gleichméfig gegen f’ konvergieren. Somit konvergiert auch L 7~ = gleichméBig auf

dem Kreis gegen fTI Es folgt

1 ! 1 1 !
lim —/ —de = — lim dz = — Ldz
|z—a|=r fn 27“ |z—a|=r " fn 2mi |z—al=r f

Da f,, # 0 auf U fiir alle n, ist nach Korollar 4.4.3 die linke Seite fiir alle n gleich Null,
also auch die rechte Seite. Wiederum aus Korollar 4.4.3 folgt jetzt f(z) # 0 fiir alle z
mit |z — a|] < r. Daher ist insbesondere f(a) # 0. Da dies fiir alle a € U gilt, ist die
Behauptung gezeigt.
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Korollar 4.4.5.

Sei U C C ein Gebiet und (fn)nen e€ine Folge von injektiven holomorphen Funktionen f, :
U — C, die auf jeder kompakten Teilmenge von U gleichmdf$ig gegen eine Funktion f : U — C
konvergiert. Dann ist die Grenzfunktion f entweder konstant oder auch injektiv.

Beweis.

Wir nehmen an, dass f nicht konstant ist. Wahle ein @ € U; dann sind die Funktionen
fn(2) — fn(a) nullstellenfrei auf dem Gebiet U \ {a}. Nach dem vorangegangenen Satz 4.4.4
von Hurwitz ist dann f(z) — f(a) auf U \ {a} entweder identisch Null oder niemals Null. Der
erste Fall ist nach Voraussetzung ausgeschlossen, also folgt f(z) # f(a) fir alle z € U \ {a}.
So kénnen wir fiir jedes a € U schliefen und finden, dass f injektiv ist. O

4.5 Berechnung von Integralen mit Hilfe des Residuensatzes

Der Residuensatz erlaubt es, explizit bestimmte Integrale auszurechnen, die zum Teil im Rah-
men der reellen Analysis nicht elementar zugénglich sind. Wir diskutieren zwei Beispielklassen.

Satz 4.5.1.
Seien p(x,y) und q(x,y) Polynome mit reellen bzw. komplezen Koeffizienten in zwei Unbe-
stimmten. Sei q(x,y) # 0 fir alle z,y € R mit 2* + y> = 1.

Setze @.1)
P T,y
R(x,y) =
(9] q(z,y)
Dann gilt
2m
/ R(cost,sint)dt = 27 Z res,—q(f) ,
0 a€D1(0)
wobei f die rationale Funktion
1.1 1, 1 1
f(z) = ;R(i(z + ;), 5(2 - ;))

ist. Man beachte, dass in der Summe wieder tatsdchlich nur endlich viele Terme beitragen.

Beweis.

e Fiir alle z mit 2| =1 ist 7 =1 und daher

(z +

(2 —

reell. Wegen (Re 2)? + (Im 2)? = 1 ist ¢(Re z,Im 2) # 0 fiir alle z auf dem Einheitskreis
in der komplexen Ebene, also hat die rationale Funktion f auf dem Einheitskreis keine
Pole.

) = 3(2+%) = Rez
) = 2(2—%2) = Imz

E-‘.).l’_‘l\’)hi
W N =
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e Nach dem Residuensatz ist daher

27 3" e Dy (0) T€82=a(f) 1 f(2)dz
= 1 oo B+ 1), 5(2 = 7))1dz
— %fozﬂ R(%<eit _|_e—it)7 ll(elt e71)) e~Hieitdt

Beispiel 4.5.2.
Wir berechnen

/27r dt
o a-+cost

fiir a € R und a > 1. Es ist R(x,y) = -, also
1 1 2
f(z)_;‘ajté(z—}—%) 2242z 41

Es gilt 2° + 2az + 1 = (2 — a)(z — 3) mit Nullstellen
a=—-a+Vva*—1 pf=—-a—Va>—-1.

Wegen der Voraussetzung a > 1 sind beide Wurzeln reell. Man rechnet leicht nach, dass aus
a>1 folgt |a| < 1. Wegen o+ 3 =1 folgt |G| > 1. Wir finden somit nach Satz 4.5.1

1
a?—1

2 dt _ 9 - L B
fo Teosi = 2MTeS;maiziaiaty = 4wresz:am = 47T_g — 9

Bemerkung 4.5.3.
Sei f : R — R eine stetige Funktion. Dann heifst f integrierbar iber R, wenn die beiden

Grenzwerte lim g, fOA f(z)dz und limp_, fEB f(z)dx existieren. Man schreibt dann

[ A
/_Oof(x)d hm f dx—i—BlEr;o/ f(zx

Fine stetige Funktion f : R — R heifit absolut integrierbar , falls | f| integrierbar ist. Man zeigt
leicht, dass aus absoluter Integrierbarkeit Integrierbarkeit folgt.

Wir kommen nun zu einer zweiten Klasse von Integralen, die man mit Hilfe des Residuen-
satzes ausrechnen kann.

Satz 4.5.4.
Seien p(z) und q(x) zwei polynomiale Funktionen mit reellen Koeffizienten. Es gelte

gradq > gradp + 2
und q(x) # 0 fir alle © € R. Betrachte die rationale Funktion

R(x) := p(z) :

q(x)
die keine Pole auf der reellen Achse hat. Dann gilt:
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1. Die Funktion R(x) ist absolut integrierbar iber R.

2. Das Integral ergibt sich zu

k

/ R(x)dx = 2ri Z res;—q, R(2) ,
o =
wobei ay,as, . ..ay die Polstellen der Funktion R(z) in der komplexen oberen Halbebene

H={zeC|Im(z) >0} sind.

Mit Hilfe der analytischen Fortsetzung einer auf R definierten Funktion auf die obere Halb-
ebene kann man also reelle Integrale berechnen.

Beweis.

e Wegen der Annahme iiber das Nennerpolynom ¢ ist die rationale Funktion R stetig auf
R. Sei

p(z) = Zm: byz" und q(z) = Zn:cl,z”
v=0 v=0

mit n —m > 2 und ¢, # 0. Fiir z # 0 finde

bo
L4+ by
q(2) atta

Fiir |z| — oo strebt der zweite Faktor gegen b,,/c,, ist also insbesondere beschrénkt. Also
existiert M > 0 und ¢ > 0, so dass
|R(2)| < |27 - M fiir alle  |z] > ¢

gilt. Wegen n —m > 2 folgt

1
|R(z)] < TE M firalle |z]>c. (3)

Insbesondere gilt fiir z = x reell und fir 0 <c < A

JTR@)dz =[5 |R(@)|dz + [ |R(z)|dx

Jy |R(z)|dz + M - CA 92 wegen (3)
Jo |R(x)|dz + M (=% + 1)

Jo |R(z)|dz + 2 < o0

IA A IA I

Das Integral fOA | R(z)|dx mit nicht-negativem Integranden ist offenbar monoton wachsend
als Funktion von A und gleichméfig in A beschrénkt. Es folgt, dass der Grenzwert

A
lim |R(z)|dz

A—oo 0

existiert und einen endlichen Wert hat. Gleichermafien schlieit man fiir
0
lim |R(x)|dx .

B—oo J_p
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e Wir betrachten fiir jedes r > 0 den geschlossenen Weg ~, mit

(1) = t fir —r<t<r
T =0 peitt=n) firr<t<r+nw

Die Kurve ist also die Aneinanderhéngung des Intervalls [—r, 7] auf der reellen Achse mit
einem Halbkreis o, in der oberen Halbebene vom Radius r. Da ¢ ein Polynom ist, hat
R hochstens endlich viele Polstellen in der oberen Halbebene. Wir wahlen der Radius r
des Halbkreises a,. so grof3, dass der Halbkreis alle Polstellen der rationalen Funktion R
in der oberen Halbebene umfasst. Dann gilt nach dem Residuensatz

k

/a R+ / R(z)dz = / R(z)dz = 2mi'Y res._, R()

J=1

Wir schétzen das erste Integral {iber den Halbkreis o, ab:

‘far R(z)dz‘ = |f07r R(re')riettdt| <r [ |R(re'")|dt
< rlp=Ax

wobei wir wieder die Abschitzung (3) benutzt haben. Dieser Beitrag geht fiir r — oo
gegen Null. Da auflerdem gilt

lim R(z)dz :/ R(z)dz

folgt die Behauptung.

Beispiel 4.5.5.
1. Wir zeigen
/°° dx
—_— =T
|

Es gilt 2> +1 = (2 —i)(2+1), also hat die Punktion = genau eine Polstelle in der oberen
Halbebene H, namlich +i. Es gilt

1 . 1 1
res,—;——— = lim - = — .
224+1 —iz4i 2

Mit dem vorangegangenen Satz 4.5.4 folgt

*© dx 1
=2ml— =7.
_ox?4+1 2i

[e.9]

2. Auf dhnliche Weise kann man Integrale der Form ffooo R(x)e®dx und somit auch der
Form [ R(x)cosxdx und [~ R(x)sinzdx berechnen. Man zeigt wie oben

/ R(x)edr = 2ni Z res,—, R(2)e” |

a

wober die Summe diber alle Pole in der oberen komplexen Halbebene H geht.
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5 Riemannsche Flachen

Wir haben schon gesehen, dass sich wichtige Funktionen wie die Quadratwurzel oder der Lo-
garithmus nicht auf der ganzen komplexe Ebene C definieren lassen. Es ist unbefriedigend,
aus C ad hoc eine Teilmenge wie die negative reelle Halbchase herauszunehmen. In beiden
Féllen wiirde man gerne Funktionen betrachten, die mehrere Werte annehmen, etwa +/z oder
log |z| + Arg(z) + 27min mit n € Z. Da dies aber nicht widerspruchsfrei moglich ist, werden
wir die Funktionen auf einer mehrbléttrigen Flédche iiber der komplexen Ebene C definieren,
die fiir jeden gewiinschten Funktionswert ein Blatt hat. Hierbei machen wir uns gleich von
der Voraussetzung frei, iiber der komplexen Ebene C zu arbeiten und betrachten allgemeinere
Flachen.

5.1 Definition der Riemannschen Flache

Definition 5.1.1

1. Eine n-dimensionale (reelle) Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorffscher 3 topologischer Raum
X mit der Eigenschaft, dass jeder Punkt a € X eine offene Umgebung besitzt, die zu einer
offenen Teilmenge des R" homéomorph ist.

2. Sei X eine zwei-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fine komplexe Karte ist ein Homdomor-
phismus, also eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung, ¢ : U — V
einer offenen Teilmenge U C X auf eine offene Teilmenge V C C. Zwei komplexe Karten
heiflen biholomorph vertréglich, falls die Abbildung

@2 007" iUy NUz) — @a(Uy N Us)
von offenen Teilmengen von C biholomorph ist.

3. Ein komplexer Atlas auf X ist ein System 21 = {p; : U; — V;,i € I} paarweise biholo-
morph vertréaglicher Karten, die X iiberdecken, d.h. U;c;U; = X.

4. Zwei komplexe Atlanten 21 und 1" heifien biholomorph vertréglich, falls jede Karte von 2
mit jeder Karte von 2" biholomorph vertréaglich ist.

Bemerkungen 5.1.2.

1. Ist ¢ : U — V eine komplexe Karte, Uy C U offen und Vy := @(Uy), so ist o|y, : Uy — V)
eine mit @ : U — V' biholomorph vertrdgliche Karte.

2. Da die Verkettung biholomorpher Funktionen wieder biholomorph ist, folgt, dass die biho-
lomorphe Vertrdglichkeit zwischen komplexen Atlanten eine Aquivalenzrelation ist.

Definition 5.1.3
Unter einer komplexen Struktur Y auf einer zwei-dimensionalen Mannigfaltigkeit X versteht

man eine Aquivalenzklasse biholomorph vertréglicher Atlanten auf X.

3Ein topologischer Raum M heifit Hausdorffsch, wenn es fiir je zwei verschiedene Punkte p,q € M Umge-
bungen U, von p und U, von ¢ gibt, die disjunkt sind, U, N U, = 0.
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Bemerkungen 5.1.4.

1. Jede komplexe Struktur ¥ auf X kann also durch die Angabe eines komplexen Atlas defi-
niert werden.

2. Jede komplexe Struktur 3 auf X enthdlt einen eindeutig bestimmten mazimalen Atlas 2A*:
ist A ein beliebiger Atlas aus X, so besteht A* aus allen komplezen Karten auf X, die mit
jeder Karte von 24 biholomorph vertrdglich sind.

Definition 5.1.5
Eine Riemannsche Fléche ist ein Paar (X,Y), bestehend aus einer zusammenhéngenden zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit X und einer komplexen Struktur > auf X.

Bemerkungen 5.1.6.
1. Man schreibt meist nur X, wenn klar ist, welche komplexe Struktur 3> gemeint ist. Manch-

mal schreibt man auch (X, ), wenn der Atlas 2 ein Reprdsentant der komplexen Struktur
> ist.

2. Ist X eine Riemannsche Fliche, so verstehen wir unter einer Karte auf X immer eine
komplexe Karte des maximalen Atlas zur komplexen Struktur auf X .

3. Ist ein Punkt x € X in mehreren Karten enthalten, so ist keine Karte vor der anderen
ausgezeichnet. Deshalb konnen wir nur die Begriffe der Funktionentheorie auf Riemann-
sche Flichen tbertragen, die invariant unter biholomorphen Abbildungen sind.

Beispiele 5.1.7.

1. Die Gauf$’sche Zahlenebene C ist eine Riemannsche Fldiche. Ihre komplexe Struktur wird
definiert durch den Atlas, dessen einzige Karte die Identitdt C — C ist.

2. Gebiete sind Riemannsche Fldchen. Sei X eine Riemannsche Fldche und Y C X ein
Gebiet, d.h. eine offene und zusammenhdngende Teilmenge. Fine natirliche komplexe
Struktur wird durch den Atlas definiert, der aus allen komplexen Karten ¢ : U — V des
mazximalen Atlas A* auf X besteht, fir die U CY gilt.

Insbesondere ist jedes Gebiet Y C C eine Riemannsche Fldche.

3. Die Riemannsche Zahlenkugel C=P,. (Die Bezeichnung kommt daher, dass man Py als
den eindimensionalen projektiven Raum tiber dem Korper der komplexen Zahlen ansehen
kann.)

Wir hatten schon in Abschnitt 1.5 gesehen, dass C=P ein kompakter Hausdorff-Raum
ist, der als topologischer Raum isomorph zur Sphére S? ist. Wir betrachten die offenen

Mengen
Uy =P\ {0} =C und Uy:=P;\{0} =C"U{c0}.

Die Abbildung py : Uy — C sei die identische Abbildung,

po: Uy — C
- {1/2 fir ze C

0 fiir z =00

Da dies Homdéomorphismen sind, ist P1 eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Da die
Definitionsgebiete Uy und Uy der Karten (weg-)zusammenhdngend sind und nicht-leeren
Durchschnitt haben, ist auch Py (weg-)zusammenhingend.
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Die komplexe Struktur auf Py definieren wir durch den Atlas aus diesen beiden Karten. In
der Tat sind diese Karten biholomorph vertriglich: es ist o1 (U NUsy) = po(U1NU,) = C*,

und
ppopit: C* — C

2z = 1
z

ist als rationale Funktion auf dem angegebenen Gebiet eine biholomorphe Abbildung.

. Wir beschreiben Tori: Seien wq,ws zwei iber R linear unabhdngige komplexe Zahlen. Dann
heift die Untergruppe von der additiven Gruppe (C,+)

I':= Zwl -+ Zw2 = {n1w1 + NaWws | ny,Na € Z}

das von wy,ws aufgespannte Gitter.

Zwei kompleze Zahlen z, z' € C heiffen dquivalent modulo T, falls z — 2’ € T'. Die Menge
aller Aquivalenzklassen wird mit C/T" bezeichnet. Es sei m : C — C/I' die kanonische
Projektion auf Aquivalenzklassen.

Wir versehen C/T' mit der Quotiententopologie: eine Teilmenge U C C/T heifit genau
dann offen, wenn 7= (U) in C offen ist. Dadurch wird C/T zu einem Hausdorff-Raum
und die Projektion w zu einer stetigen Abbildung. Da C zusammenhdngend ist, ist auch
C/T als stetiges Bild zusammenhdngend. Der Quotient ist kompakt als Bild des kompakten
Parallelogramms

P :={ wi + pws | A, €[0,1]}

Die Abbildung w ist auch offen, d.h. fiir jede offene Menge V' C C ist das Bild (V) c C/T’
offen. Nach Definition der offenen Mengen in C/T st dafiir zu zeigen, dass das Urbild
V=7 "1n(V) von n(V) in C offen ist. Es gilt

V - Uwer‘(w + V) .

Jede Teilmenge w + V' ist offen, also ist auch V als Vereinigung offener Mengen offen.

Wir wollen noch eine komplexe Struktur auf C/T" einfiihren: sei V- C C eine offene Menge,
die kein Paar modulo I' dquivalenter Punkte enthdlt. U := (V') ist offen und w|y : V — U
ist ein Homdomorphismus. Seine Umkehrabbildung ¢ : U — V C C 1ist eine kompleze
Karte auf C/T'. Sei 2 die Menge aller Karten, die sich so erhalten lassen. Wir zeigen
jetzt, dass je zwei solche Karten ¢; : U; — V; aus A biholomorph vertrdglich sind. Dazu
betrachten wir die Abbildung

Yi=py0pr (U NUz) — (U N ) .

Fiir jedes z € p1(Uy N Us) folgt aus (7 o v;)|vynu, = id|vyno, die Identitit o (z) =
o1 (2) = m(2), also ¥(2) —z € T. Da T' diskret und 1 stetig ist, folgt, dass ¥(z) — z
auf jeder Zusammenhangskomponente von ¢1(U; N Us) konstant ist. Also ist ¢ auf jeder
Zusammenhangskomponente eine Verschiebung, so dass v und ebenso ~! holomorph
sind.

Ordnet man schliefilich dem durch \wy + pwy reprdsentierten Punkt von C/T' den Punkt
(627ri)\’e27rip,> c Sl % Sl

zu, so erhdlt man einen Homdomorphismus von C/T' auf den Torus S* x S*.
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Definition 5.1.8
Sei X eine Riemannsche Fldache und Y C X eine offene Teilmenge. Eine Funktion f :Y — C
heifit holomorph, wenn fiir jede Karte ¢ : U — V C C auf X die Funktion

fopTipUNY)—C

im Sinne von Definition 1.4.7 auf der offenen Menge o(U N'Y') C C holomorph ist. Die Menge
aller auf Y holomorphen Funktionen bezeichnen wir mit O(Y').

Bemerkungen 5.1.9.

1. Summe und Produkt holomorpher Funktionen sind wieder holomorph. Konstante Funk-
tionen sind holomorph. Fir jede offene Menge Y C X wird dadurch O(Y') zu einer
(kommutativen) C-Algebra.

2. Es reicht aus, die in der Definition gestellte Bedingung nur fir eine Familie von Karten
nachzurechnen, die 'Y tiberdeckt. Dann gilt sie fiir alle anderen biholomorph vertrdglichen
Karten automatisch.

3. Ist o : U — V eine Karte auf X, so ist ¢ insbesondere eine komplezwer-
tige Funktion auf U. Sie ist trivialerweise holomorph. Man nennt ¢ auch eine
lokale Koordinate, lokale Koorinatenfunktion oder Ortsuniformisierende und (U, ) eine
Koordinatenumgebung jedes Punktes in U. In diesem Zusammenhang verwendet man statt
des Buchstabens @ auch oft den Buchstaben z.

Der folgende Satz folgt unmittelbar aus dem Riemannschen Hebbarkeitssatz 4.2.9:

Satz 5.1.10 (Riemannscher Hebbarkeitssatz).
Sei U eine offene Teilmenge einer Riemannschen Fliche und a € U. Die Funktion f € O(U \

{a}) sei in einer gewissen Umgebung von a beschrinkt. Dann lisst sich f eindeutig zu einer
Funktion f € O(U) fortsetzen.

Wir wollen nun Abbildungen zwischen Riemannschen Flachen auszeichnen:

Definition 5.1.11
Seien X und Y Riemannsche Flachen.

1. Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit holomorph, wenn fiir jedes Paar von Karten
w1 : Uy — Vi auf X und g : Uy — Vo auf' Y mit f(Uy) C Uy die Abbildung

profopr Vi = Vs
von Teilmengen von C holomorph im Sinne von Definition 1.4.7 ist.

2. Eine Abbildung f : X — Y heifit biholomorph, wenn sie bijektiv ist und sowohl f : X —
Y als auch f~': Y — X holomorph sind.

3. Zwei Riemannsche Flachen X und Y heiflen isomorph, wenn es eine biholomorphe Abbil-
dung f : X — Y gibt.

Bemerkungen 5.1.12.
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1. Im Spezialfall Y = C sind offenbar holomorphe Abbildungen f : X — Y das gleiche wie
holomorphe Funktionen auf X.

2. Sind X,Y,Z Riemannsche Flichen und f: X — Y und g :' Y — Z holomorphe Abbil-
dungen, so ist auch die Komposition go f : X — Z holomorph.

3. FEine stetige Abbildung f : X — Y zwischen zwei Riemannschen Flichen ist genau dann
holomorph, wenn fir jede offene Menge V- C'Y wund jede holomorphe Funktion o € O(V')
die “zuriickgezogene Funktion”

pof:f(V)—C
in O(f~Y(V)) liegt. Dies folgt aus den Definitionen und der vorangegangenen Bemerkung.
Fine holomorphe Abbildung f : X — Y induziert deshalb eine Abbildung

fr0V) = Oo(fH(V)) .

Man priift leicht nach, dass dies ein Ringhomomorphismus ist.

Ist g : Y — Z eine weitere holomorphe Abbildung, W C Z offen, V := g~ *(W) und
U:= f"YV), soist (go f)* : O(W) — O(U) die Zusammensetzung der Abbildungen
g OW)—=OWV) und f*: O(V) — OU), also

(gof) =fog".

Satz 5.1.13 (Identitéitssatz).

Seien X, Y Riemannsche Flichen und fi, fo : X — Y zwei holomorphe Abbildungen, die auf
einer Teilmenge A C X mit unendlichen vielen Elementen tibereinstimmen, die einen Hdaufungs-
punkt a € X besitzt. Dann sind die holomorphen Abbildungen fi und fs identisch.

Beweis.
Sei G die Menge aller Punkte x € X, die eine Umgebung W besitzen mit fi|y = fa|lw. Nach
Definition ist G' offen. Wir zeigen zunéchst, dass GG auch abgeschlossen ist. Ist G leer, so ist
nichts zu zeigen, wir nehmen daher G # ) an.

Sei dazu b ein Randpunkt von G. Aus der Stetigkeit von f; und fy in b folgt f1(b) = fa(b).
Es gibt daher Karten ¢ : U — V auf X und ¢’ : U’ — V" auf Y mit b € U und f;(U) C U'.
Indem wir uns auf die Zusammenhangskomponente von U beschrinken, die b enthélt, diirfen
wir annehmen, dass U zusammenhéngt.

Die Abbildungen

g =¢ ofiop V-V CC

sind holomorphe Funktionen auf dem Gebiet V' C C. Da U NG # () stimmen g; und g; nach
dem Identitatssatz Theorem 2.4.2 fiir analytische Funktionen auf dem Gebiet U C C iiberein.
Deshalb gilt fi|y = fo|r. Daraus folgt aber insbesondere b € G, so dass G auch abgeschlossen
ist.

Da X zusammenhéngend ist, folgt G = () oder G = X. Der erste Fall kann aber nicht
eintreten, da nach Korollar 2.4.3 sicher a € G gilt. Also stimmen f; und f> auf ganz X iiberein. O

Definition 5.1.14

Sei X eine Riemannsche Fliache und Y eine offene Teilmenge von X. Unter einer
meromorphen Funktion auf' Y versteht man eine auf einer offenen Teilmenge Y' C Y definierte
holomorphe Funktion f :Y’' — C mit folgenden Eigenschaften:
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1. Die Menge Y \ 'Y’ besteht nur aus isolierten Punkten.

2. Fiir jeden Punkt p € Y \ Y’ gilt
lim [ f(x)] = o0
T—p
Die Punkte von Y\ Y’ heifien Polstellen von f. Die Menge aller auf Y meromorphen Funktionen
werde mit M(Y') bezeichnet.

Bemerkungen 5.1.15.

1. Die Definition 5.1.14 verallgemeinert Definition 4.4.1 von Gebieten in C auf offene Teil-
mengen Riemannscher Fldichen.

2. Sei (U, z) eine Koordinatenumgebung einer Polstelle p einer meromorphen Funktion f
mit z(p) = 0. Dann lisst sich f in einer Umgebung von p in eine Laurentreihe der Form

o0

f= chz” mit ¢, € C

v=—

entwickeln.

3. Die Menge M(Y') der auf Y meromorphen Funktionen ist in natirlicher Weise eine C-
Algebra. Die Summe bzw. das Produkt zweier meromorpher Funktionen f,qg € M(Y') ist
zundchst als holomorphe Funktion dort definiert, wo f und g gemeinsam holomorph sind.
Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz 5.1.10 wird dann f+ g bzw. f - g tber eventuell
hebbare Singularitdten fortgesetzt.

Beispiel 5.1.16.
Sein >1 und
Fz)=2"4+c2" '+ ... +¢, mit ¢ €C
ein normiertes Polynom. Dann definiert F' eine holomorphe Abbildung F' : C — C. Fasst man

C als Teilmenge von Py auf, so erhdlt man eine Funktion, die auf dem Komplement Py \ {oo}
der diskreten Teilmenge {oo} holomorph ist. Es gilt fir z # 0

c Cn,
F(z):z”<1+—l+...+—n> ,
2 z
wobei der zweite Faktor fir z — oo konvergent ist. Daraus folgt lim, ., |F(2)] = oo. Also ist

F e M(Py).

Wir werden nun allgemeiner meromorphe Funktionen als holomorphe Funktionen in die
Riemannsche Zahlenkugel P; interpretieren.

Satz 5.1.17.

1. Sei X eine Riemannsche Fliche und f € M(X). Fir eine Polstelle p von f definiere
man f(p) = oo. Dann erhdilt man eine holomorphe Abbildung f : X — P;.

2. Ist umgekehrt f : X — P eine holomorphe Abbildung, so ist entweder f konstant gleich
oo oder f~1(oc0) besteht nur aus isolierten Punkten und f : X \ f~'(c0) — C ist eine
meromorphe Funktion auf X.

Wir werden von nun ab eine meromorphe Funktion f € M(X) mit der ihr zugeordneten
holomorphe Abbildung f : X — P; identifizieren.

Beweis.
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e Sei f € M(X) und P die Polstellenmenge von f. Die durch f definierte Abbildung
f: X — Py ist jedenfalls stetig. Seien ¢ : U — V und ¢’ : U’ — V' beliebige Karten auf
X bzw. auf P; mit f(U) C U’. Wir haben zu zeigen, dass

gi=¢ofop V-V

holomorph ist. Da f auf X \ P holomorph ist, folgt, dass g auf V' \ ¢(P) holomorph ist.
AufBlerdem ist die Abbildung g stetig und daher lokal beschrénkt. Nach dem Riemannschen
Hebbarkeitssatz Korollar 5.1.10 ist daher g auf ganz V' holomorph.

e Fiir die Umkehrung miissen wir uns nur iiberlegen, dass f~*(oco) nur aus isolierten Punkten
besteht. Dies folgt aber aus dem Identitétssatz 5.1.13. Nach Definition ist dann f auf
dem Komplement eine holomorphe Funktion mit Werten in C. Die zweite Eigenschaft
meromorpher Funktionen in Definition 5.1.14 folgt aus der Stetigkeit von f.

Bemerkung 5.1.18.

Sei X eine Riemannsche Fldche. Aus dem vorangegangenen Satz 5.1.17 folgt, dass der Identi-
titdtssatz 5.1.13 fiir holomorphe Funktionen f : X — Py einen Identititssatz fiir meromorphe
Funktionen auf X impliziert. Insbesondere hat eine meromorphe Funktion f € M(X), die nicht
identisch Null ist, nur isolierte Nullstellen. Damit ist aber 1/ f fir f nicht identitisch Null auch
eine meromorphe Funktion und die C-Algebra M(X) sogar ein Korper, der C enthdlt.

5.2 Einfache Eigenschaften holomorpher Abbildungen

Wir werden einige elementare Eigenschaften holomorpher Abbildungen zwischen Riemannschen
Flachen beweisen und zeigen, wie daraus uns schon bekannte Sétze der Funktionentheorie wie
der Satz von Liouville 3.4.3 und der Fundamentalsatz der Algebra 3.4.4 einfach folgen.

Wir beschreiben die lokale Gestalt holomorpher Abbildungen.

Satz 5.2.1.

Seien X, Y Riemannsche Fldchen, f : X — Y eine nichtkonstante holomorphe Abbildung. Sei
a€ X undb:= f(a) €Y. Dann gibt es eine natirliche Zahl k > 1 und Karten ¢ : U — V auf
X beziehungsweise ¢ : U — V' auf Y mit den folgenden Figenschaften:

1. Die Karten sind zentriert: a € U, p(a) =0 sowie b € U’, ¢'(b) = 0.
2. f(U) cU
3. Fiir die Abbildung der offenen Menge V C C
F:pofop: VoV cC
gilt F(2) = 2* fiir alle z € V C C.

Man beachte, dass hier f auf einer ganzen Umgebung von a auf eine einfache Form gebracht
wird.

Beweis.

87



e Zunichst finden wir Karten ¢y : Uy — Vi auf X und ¢’ : U' — V' auf Y, so dass die
Eigenschaften 1. und 2. beide erfiillt sind. Nach dem Identitétssatz 5.1.13 ist die Funktion

fi=pofop': Vi =V cC
nicht konstant und es gilt f1(0) = 0.

e Also gibt es ein k € N, so dass
fi(z) = 2"g(2)

gilt, wobei g eine in V; holomorphe Funktion mit g(0) # 0 ist. In einer Umgebung von
g(0) ist daher die Argumentsfunktion eine holomorphe Funktion. Wir kénnen daher kon-
sistent eine n-te Wurzel auf dieser Umgebung festlegen, indem wir 1 /n-tel des Arguments
betrachten. In einer gewissen Umgebung von 0 € V; gibt es deshalb eine holomorphe
Abbildung h mit h* = ¢. Die Zuordnung

z — zh(z)

liefert eine Abbildung, die wegen

e h()m0 = (H(2) + A(2)) oo = h(0) £ 0

auf einer offenen Umgebung Vo C Vi der Null eine biholmorphe Abbildung
a:Vo—=V |

auf eine offene Umgebung V' der Null liefert. Wir schlieen aus a(w) = wh(w), dass gilt

e Sei U := ;' (V). Wir ersetzen nun die Karte ¢, : Uy — V; durch die verbesserte Karte
@ : U — V mit ¢ := ao p|y. Fiir die Abbildung F := ¢’ o f o o~ ! gilt dann nach
Konstruktion

F(z)=¢'ofopiloa™(2) = fioa () = (a7}(2))"g(a"!(2)) = 2" .

Bemerkung 5.2.2.

Wir wissen, dass die ganze Funktion z s 2" fiir jedes w # 0 genau k Urbilder mit 27 = w hat.
Die Zahl k in Satz 5.2.1 kann daher folgendermajen charakterisiert werden: zu jeder Umgebung
Uy von a gibt es Umgebungen U C Uy von a und W von b = f(a), so dass fir jeden Punkt
y € W\ {b} die Menge f~'(y) N U genau k wverschiedene Elemente hat. Man nennt k die
Vielfachheit, mit der die Abbildung f den Wert b im Punkt a annimmt.
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Beispiel 5.2.3.
Set
fR)=2" 4+ e

ein Polynom k-ten Grades. Dann kann f nach Beispiel 5.1.16 als holomorphe Abbildung f :
P; — Py mit f(oco) = oo angesehen werden. Durch Benutzung der Karte

o(z) =1/z fir z # 0,00 und p(o0) =0

um oo findet man

1

_ k. k1
o S R, =z (1—|—clz—|—...+ckz)

pofop =

Der zweite Faktor ist offenbar eine Funktion, die in einer Umgebung von 0 holomorph ist und
die in Null nicht den Wert Null annimmt. Es folgt, dass der Wert oo an der Stelle mit der
Vielfachheit k angenommen wird.

Korollar 5.2.4.
Seien X,Y Riemannsche Flichen und f : X —'Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung.
Dann ist f offen, d.h. das Bild jeder offenen Menge ist offen.

Beweis.
Aus Satz 5.2.1 folgt unmittelbar: ist U Umgebung eines Punktes a € X, so ist f(U) Umgebung
des Punktes f(a). Daraus ergibt sich die Offenheit der Abbildung. O

Korollar 5.2.5.
Seien X, Y Riemannsche Fldachen und f : X — Y eine injektive holomorphe Abbildung. Dann
liefert f eine biholomorphe Abbildung von X auf f(X).

Beweis.
Ist f injektiv, so muss in der lokalen Beschreibung von Satz 5.2.1 fiir alle Punkte k£ = 1 sein. In
lokalen Koordinaten ist f also die Identitéit. Deshalb ist die Umkehrabbildung f~!: f(X) — X

auch holomorph. O

Korollar 5.2.6 (Maximumsprinzip).
Sei X eine Riemannsche Fldiche und f : X — C eine nicht-konstante holomorphe Funktion.
Dann nimmt f das Maximum seines Betrags nicht an.

Beweis.
Angenommen, es gebe einen Punkt a € X mit

|f(a)] =sup{|f(z)|:x € X} =R

Es gilt dann

f(X) C Dg(0)
Da f(X) nach Korollar 5.2.4 offen ist, liegt f(X) ganz im Innern der abgeschlossenen

Kreisscheibe Dg(0). Dies ist im Widerspruch zu f(a) € 9Dg(0). O
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Satz 5.2.7.
Seien X,Y Riemannsche Flichen, X sei kompakt und f : X — Y eine nicht-konstante holo-
morphe Abbildung. Dann ist Y kompakt und f surjektiv.

Beweis.

Nach Korollar 5.2.4 ist f(X) offen. Da X kompakt sein soll und f insbesondere stetig ist, ist
f(X) kompakt und somit insbesondere abgeschlossen. Da in einem zusammenh éngenden Raum
die einzigen offenen und abgeschlossenen Mengen die leere Menge und der gesamte Raum
sind, folgt f(X) =Y. Alsoist f surjektiv und Y kompakt als stetiges Bild eines Kompaktums. O

Korollar 5.2.8.
Auf einer kompakten Riemannschen Fldiche ist jede holomorphe Funktion f : X — C konstant.

Beweis.
Dies folgt aus Satz 5.2.7, weil C nicht kompakt ist. O

Auf kompakten Riemannschen Fléchen gibt es also nur wenige global definierte holomorphe
Funktionen. Wir untersuchen nun im speziellen Fall der Riemannschen Zahlenkugel P; die
Situation fiir meromorphe Funktionen, bei denen wir Pole zulassen:

Korollar 5.2.9.
Jede meromorphe Funktion f auf Py ist eine rationale Funktion, d.h. Quotient zweier polyno-
maaler Funktionen.

Beweis.
Die Funktion f hat nur endlich viele Pole. Denn andernfalls héatten die Polstellen wegen der
Kompaktheit von P; einen Haufungspunkt, und f miisste nach dem Identitétssatz 5.1.13 kon-
stant gleich oo sein. Wir wollen zunéchst annehmen, dass in co kein Pol von f liegt.

Seien also aq,...a, € C die Polstellen von f und

-1

hy,(2) == Z ci(z — a,)’

j=—kv

fiir v = 1,...n der Hauptteil von f in a,. Die Funktionen h, sind auflerhalb eines Kreisrings
um a, holomorph. Daher ist die Funktion

g:f—(h1+h2++hn)

auf ganz P; holomorph, also nach Korollar 5.2.8 konstant. Daraus folgt durch Auflésen nach f,
dass f rational ist.

Hat f einen Pol an der Stelle oo, gilt also w(f;00) < 0, so hat die Funktion 1/f an der
Stelle 0o eine Nullstelle, da w(1/f;00) = —w(f;00) > 0 gilt. Wir finden daher, dass 1/f eine
rationale Funktion ist; somit ist auch f eine rationale Funktion. O

Wir bringen noch einmal einen Beweis des Satzes von Liouville 3.4.3

Satz 5.2.10 (Satz von Liouville).
Jede beschrdnkte holomorphe Funktion f : C — C ist konstant.
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Beweis.
Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz 5.1.10 ldsst sich f zu einer holomorphen Funktion
f : Py — C fortsetzen, die nach Korollar 5.2.8 konstant ist. O

Wir beweisen auch noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra 3.4.4:

Satz 5.2.11 (Fundamentalsatz der Algebra).
Sein > 1 und

f(2)=2"+c2" T+ .. +en

ein Polynom mit Koeffizienten c, € C. Dann gibt es wenigstens ein a € C mit f(a) = 0.

Beweis.

Das Polynom f lédsst sich nach Beispiel 5.1.16 als meromorphe Funktion auf P; und somit nach
Satz 5.1.17 als holomorphe Abbildung f : P; — P; mit f(co) = oo auffassen. Nach Satz 5.2.7
ist diese Abbildung surjektiv, also ist 0 € f(C). O

Definition 5.2.12

Seien wi,wy € C tiber R linear unabhéngige Vektoren und I' := Zw, + Zw, das von ihnen
aufgespannte Gitter in der komplexen Ebene. Eine meromorphe Funktion f : C — Py heisst
doppeltperiodisch beziiglich T', falls

f(z)=f(z+w) firalle z€C und weT

gilt.

Satz 5.2.13.
1. Jede doppeltperiodische holomorphe Funktion f : C — C ist konstant.

2. Jede nichtkonstante doppeltperiodische meromorphe Funktion f : C — Py mimmt jeden
Wert ¢ € Py an.

Beweis.
e Sei m: C — C/I' die kanonische Quotientenabbildung aus Beispiel 5.1.7 4. Dann induziert

die doppeltperiodische meromorphe Funktion f eine Funktion
F: C/F — ]P)l

mit f = F ox. Aus der Definition der komplexen Struktur von C/I' in Beispiel 5.1.7 4.
folgt unmittelbar, dass F' eine meromorphe Funktion auf dem Torus C/T ist.

e Geht man umgekehrt von einer meromorphen Funktion F' : C/T" — P; aus, so ist die
Komposition f = Foxw : C — Py eine beziiglich dem Gitter I' doppeltperiodische me-
romorphe Funktion. Die meromorphen Funktionen auf dem Torus C/I" entsprechen also
umkehrbar eindeutig den beziiglich I" doppeltperiodischen meromorphen Funktionen auf

C.

e Da C/T" kompakt ist, folgt der erste Teil des Satzes aus Korollar 5.2.8 und der zweite Teil,
da meromorphe Funktionen nach Satz 5.1.17 holomorphe Funktionen C/I" — Py sind, aus
der Surjektivitdtsaussage in Satz 5.2.7

O

91



5.3 Verzweigte und unverzweigte Uberlagerungen

Die nicht-konstanten holomorphen Abbildungen zwischen Riemannschen Fléchen sind sehr spe-
zielle Abbildungen der zu Grunde liegenden topologischen R&ume.

Definition 5.3.1

1. Seien X,Y topologische Rdume. Eine Abbildung p : Y — X heifit diskret, wenn das
Urbild p~(z) jedes Punktes x € X eine diskrete Teilmenge von Y ist.

2. Seien  X,Y  topologische Réume. Eine Abbildung p : Y — X  heifit
Uberlagerung(sabbildung) falls sie stetig, offen und diskret ist.

3. Ist y € Y und = := p(y), so sagen wir, der Punkt y liege iiber z und der Punkt z sei der
Grundpunkt oder Spurpunkt von y.

4. Sind p : Y — X und q : Z — X zwei Uberlagerungen von X, so nennt man eine
Abbildung f : Y — Z spurtreu , wenn p = qo f gilt. Das bedeutet gerade, dass ein Punkt
y € Y, der iiber x € X liegt, auf einen Punkt z € Z abgebildet wird, der ebenfalls iiber
x liegt.

Satz 5.3.2.
Seien X undY Riemannsche Flichen und p 1Y — X eine nicht-konstante holomorphe Abbil-
dung. Dann ist p eine Uberlagerungsabbildung.

Beweis.

Die Abbildung p ist natiirlich stetig und nach Korollar 5.2.4 auch offen. Wire das Urbild eines
Punktes a € X nicht diskret, so miisste p nach dem Identitétssatz 5.1.13 konstant gleich a
sein. O

Wir fithren folgende Sprechweisen ein:

Definition 5.3.3

1. Ist p : Y — X eine holomorphe Uberlagerungsabbildung, so nennt man Y ein Gebiet
iiber X.

2. Eine holomorphe (bzw. meromorphe) Funktion f:Y — C (bzw. f:Y — P;) bezeichnet
man als mehrdeutige holomorphe (meromorphe) Funktion auf X. Ist v € X und p~!(z) =
{y; | j € J}, so sind f(y;) die verschiedenen Werte dieser mehrdeutigen Funktion iiber
dem Punkt x.

Beispiel 5.3.4.
Sei etwaY = C und X = C* und p = exp : C — C*. Dann entspricht der identischen Abbildung
id : C — C der mehrdeutige Logarithmus auf C*:

id

C——

7
v
expl o
P g

C*

C
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Denn fiir b € C* besteht die Menge exp™t(b) genau aus den verschiedenen Werten des Logarith-
mus von b. In Bildern: wir zeigen die Uberlagerungsflichen fiir z — 2%, 2z 2% und z — exp(2)

Definition 5.3.5 )
Seien X,Y topologische Rdume und p : Y — X eine Uberlagerung.

1. Ein Punkt y € Y heifit Verzweigungspunkt von p, wenn es keine Umgebung V' von y gibt,
so dass p|y injektiv ist.

2. FEine Abbildung p heiit unverzweigt , falls sie keine Verzweigungspunkte besitzt.

Satz 5.3.6.

Seien X, Y topologische Riume. Eine Abbildung p : Y — X ist genau dann eine unverzweigte
Uberlagerung, wenn p lokal topologisch ist, d.h. wenn jeder Punkt y € Y eine offene Umgebung
besitzt, die durch p homdéomorph auf eine offene Teilmenge U von X abgebildet wird.

Beispiele 5.3.7.

1. Sei k eine natiirliche Zahl > 2 und die holomorphe Uberlagerungsabbildung py, : C —
C durch pp(z) = 2* definiert. Dann ist 0 der einzige Verzweigungspunkt von py. Die
Abbildung pi|c : C* — C ist unverzweigt.

2. Seip:Y — X eine holomorphe Uberlagerungsabbildung, y € Y und x := p(y). Dann ist
y Verzweigungspunkt von p genau dann, wenn die Abbildung p den Wert x in y mit einer
Vielfachheit k > 2 annimmt. Denn nach Satz 5.2.1 verhdlt sich dann p lokal um y wie
die Abbildung pr um den Nullpunkt.

Satz 5.3.8.

Sei X eine Riemannsche Fliche, Y ein Hausdorff-Raum und p 'Y — X eine unverzweigte
Uberlagerungsabbildung. Dann gibt es genau eine komplexe Struktur auf Y, so dass p holomorph
wird.

Beweis.
Dazu setzen wir geeignet gewéhlte komplexe Karten ¢ : U — V von X mittels eines lokalen
Homomorphismus pgs : U — U zu einer Karte ¢ o p von Y mit Definitionsgebiet U C Y fort
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und erhalten so einen komplexen Atlas von Y. O

Definition 5.3.9

Seien X,Y,Z topologische Rédume, p : Y — X eine Uberlagerung und f : Z — X eine
stetige Abbildung. Unter einer Liftung von f beziiglich p versteht man eine stetige Abbildung
g:Z —Y, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

7
g
7/

f
— =X

Die folgenden Sétze sind fiir uns wesentlich:

Satz 5.3.10.

1. (Eindeutigkeit der Liftung)
Seien X,Y Hausdorff-Riume und p : Y — X eine unverzweigte Uberlagerung. Sei Z
ein zusammenhdngender topologischer Raum und f : Z — X eine stetige Abbildung. Sind
dann g1, ge : Z — Y zwei Liftungen von f und gilt g1(z0) = g2(z0) fiir einen Punkt zo € Z,
50 st g1 = ga.

2. (Holomorphie der Liftung)
Seien X,Y, Z Riemannsche Flichen undp:Y — X eine holomorphe unverzweigte Uber-
lagerung. Sei f : Z — X eine holomorphe Abbildung. Dann ist jede Liftung g : Z — 'Y
von f holomorph.

Insbesondere sind spurtreue stetige Abbildungen f Y — Z zwischen unverzweigten holo-
morphen Uberlagerungen p:Y — X und q : Z — X holomorph. Denn f ist eine Liftung

von p beziglich q:
d
q

y 2= X

Besonders wichtig fiir uns ist die Liftung von Kurven ~ : [0, 1] — X. Es ist nach Satz 5.3.10.1
klar, dass eine solche Liftung, wenn sie existiert, eindeutig durch die Liftung des Anfangspunktes
bestimmt ist.

Satz 5.3.11 (Liftung homotoper Kurven). )
Seien X, Y Hausdorff-Rdume und p : Y — X eine unverzweigte Uberlagerung. Seien a,b € X
und o, 71 : [0,1] — X zwei Kurven mit Anfangspunkt a und Endpunkt b. Sei

p:[0,1]] xJ—X

eine Homotopie von 7y nach vy, die den Anfangs- und Endpunkt festldsst.

Seia € Y mit p(a) = a. Jede Kurve o(—,s) : [0,1] — X in X lasse sich zu einer Kurve
o(—,8):[0,1] = Y in'Y mit Anfangspunkt a liften.

Dann haben die Kurven 49 = ¢(—,0) und 41 = $(—, 1) denselben Endpunkt und sind
homotop.
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Definition 5.3.12

Seien X,Y  topologische Réaume. FEine Abbildung p : Y — X  heifit
unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung, wenn gilt:

Jeder Punkt x € X besitzt eine offene Umgebung U, so dass sich das Urbild p~*(U) darstellen
ldsst als Vereinigung

p ' (U) =V
jeJ
paarweise disjunkter offener Teilmengen von Y, wobei alle Abbildungen ply, : V; — U
Homdoomorphismen sind.

Bemerkungen 5.3.13.
1. FEs ist klar, dass dann p insbesondere lokal topologisch, also nach Satz 5.3.6 unverzweigt
im Sinne von Definition 5.3.5.2 ist.

Die kanonische Finbettung D1(0) — C der offenen Finheitskreisscheibe in C ist unver-
zweigt, aber nicht unbegrenzt: fir alle a € C mit |a| = 1 ewxistiert keine offene Umgebung
mit der geforderten Eigenschaft.

2. In der Topologie versteht man unter einer Uberlagerung meist das, was wir hier als un-
verzweigte unbegrenzte Uberlagerung bezeichnen. In der Funktionentheorie (und auch in
der Zahlentheorie) sind insbesondere verzweigte Uberlagerungen jedoch unabdingbar.

Die Bedeutung des Begriffs macht der folgende Satz deutlich:

Satz 5.3.14.

Jede unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerungsabbildung p : Y — X topologischer Riume X,Y
besitzt die sogenannte Kurvenliftungseigenschaft: zu jeder Kurve v : [0,1] — X in X und jedem
Punkt yo € Y mit p(yo) = v(0) gibt es einen Lift 5 : [0,1] — Y von v mit 5(0) = yo.

Satz 5.3.15.

Seien X,Y Hausdorff-Raume, X wegzusammenhdngend und p : Y — X eine unverzweigte,
unbegrenzte Uberlagerung. Dann sind fir je zwei Punkte o € X und x1 € X die Mengen
p~Hwo) und p~t(z1) gleichmiichtig.

Man bezeichnet die Méchtigkeit von p~*(z) fiir # € X als die Bliitterzahl der Uberlagerung.
Sie kann endlich oder unendlich sein.

Beweis.

Wir konstruieren folgendermafien eine Bijektion ¢ : p~!(zo) — p~'(x1): Weil X wegzusam-
menhéngend sein soll, wiahlen wir eine Kurve « : [0, 1] — X, die 2y und z; verbindet. Fiir jede
Liftung 4, von v mit Anfangspunkt y € p~*(z¢) erhalten wir einen Endpunkt 4(1) € p~!(a1).
Wir setzen dann ¢(y) = 9, (1). Aus der Eindeutigkeit der Liftung folgt leicht die Bijektivitét
von ¢. O

Satz 5.3.16.
Ist X iiberdies eine Mannigfaltigkeit, Y ein Hausdorff-Raum und p : Y — X eine unverzweigte
Uberlagerung mit der Kurvenliftungseigenschaft. Dann ist p unbegrenzt.

Wir spezialisieren nun unsere Betrachtung auf Situationen, wo uns durch Kompaktheitsar-
gumente zusétzliche Hilfsmittel zur Verfiigung stehen.

Definition 5.3.17
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1. Ein lokal-kompakter topologischer Raum ist ein Hausdorff-Raum, in dem jeder Punkt
eine kompakte Umgebung besitzt.

2. Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen zwei lokal-kompakten R&umen heifit
eigentlich, wenn das Urbild jeder kompakten Menge kompakt ist.

Bemerkungen 5.3.18.

1. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei lokal kompakten topologischen R dum-
en. Ist X kompakt, so ist f stets eigentlich.

2. In einem lokal-kompakten Raum ist eine Teilmenge genau dann abgeschlossen, wenn thr
Durchschnitt mit jeder kompakten Menge kompakt ist.

3. Hieraus schliefst man leicht, dass jede eigentliche Abbildung auch abgeschlossen ist: das
Bild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

Lemma 5.3.19.

Seien X,Y lokal-kompakte Riume und p : X — Y eine eigentliche Uberlagerungsabbildung.
Dann gilt:

1. Fiir jeden Punkt v € X ist die Menge p~*(x) endlich.

2. Sei x € X und V eine Umgebung der Menge p~(x). Dann exzistiert eine Umgebung U
von x mit p~(U) C V.

3. Sei X zusammenhdngend und Y mnicht-leer. Dann ist p surjektiv.

Beweis.

1. Die Menge p~!(z) ist eine kompakte und diskrete Teilmenge von Y und somit endlich.

2. Nachdem wir gegebenenfalls V' verkleinert haben, diirfen wir annehmen, dass V' offen,
also Y\ V' abgeschlossen ist. Da p als eigentliche Abbildung abgeschlossen ist, ist auch
p(Y \ V) =t A in X abgeschlossen und es gilt x ¢ A. Daher ist U := X \ A eine offene
Umgebung von x mit p~}(U) C V.

3. Die Menge p(Y) ist offen und abgeschlossen sowie nicht leer. Da X zusammenhéngend
ist, folgt p(Y) = X.

Hieraus folgt mit Methoden der mengentheoretischen Topologie:

Satz 5.3.20. )
Seien XY lokal-kompakte Riume und p :' Y — X eine eigentliche, unverzweigte Uberlage-
rungsabbildung. Dann ist p eine unbegrenzte Uberlagerung.

Betrachtung 5.3.21.

1. Seien X,Y Riemannsche Flichen und f: X — Y eine eigentliche, nicht-konstante holo-
morphe Abbildung. Aus Satz 5.2.1 folgt, dass die Menge A C X der Verzweigungspunkte
abgeschlossen und diskret ist. Da f eigentlich ist, ist auch B := f(A) abgeschlossen und
diskret. Man nennt B die Menge der kritischen Werte von f.
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2. Wir nehmen nun diese Menge aus der Betrachtung heraus. Sei Y' :=Y \ B und X' :=
X\ f7YB). Dann ist die Einschrinkung f|x: : X' — Y’ eine eigentliche unverzweigte
holomorphe Uberlagerung. Sie ist nach Satz 5.3.16 unbegrenzt. Daher ist nach Satz 5.8.15
die Bldtterzahl konstant und nach Lemma 5.3.19.1 endlich.

3. Dies bedeutet, dass jeder Wert ¢ € Y' genau n-mal angenommen wird. Um diese Aussage
auch auf die kritischen Werte b € B ausdehnen zu kénnen, miissen wir die Vielfachheit
im Sinne von Bemerkung 5.2.2 beriicksichtigen.

Fir x € X bezeichnen wir mit v(f,z) die Vielfachheit mit der f in x den Wert f(z)
annimmt. Wir sagen, dass f auf der Riemannschen Fliche X den Wert ¢ € Y mit
Vielfachheit gerechnet m-mal annimmdt, falls

m = Z v(f,x)

zep~1(c)
qgilt.

Satz 5.3.22.

Seien X, Y Riemannsche Flichen und f : X — 'Y eine eigentliche, nicht-konstante holomorphe
Abbildung. Dann gibt es eine natirliche Zahl n, so dass f jeden Wert ¢ € Y mit Vielfachheit
gerechnet n-mal annimmt.

Beweis.
Sei n die Blitterzahl der unverzweigten Uberlagerung f|xs : X' — Y. Sei b € B ein kritischer
Wert,
p (b)) = {z1,20,...7,}

und k; := v(f, z;) die Vielfachheit von f in x;. Nach Satz 5.2.1 finden wir disjunkte Umgebungen
U; von z; und V; von b, so dass fiir jedes ¢ € V;\{b} die Menge p~'(¢)NU; aus genau k; Punkten
besteht.

Nach Lemma 5.3.19. 2 konnen wir eine Umgebung V. C Vi Nn...NV, von b mit
p Y (V) € Uy U...UU, finden. Fiir jeden Punkt ¢ € V NY’ besteht dann p~!(c) aus
ki + kg + ... + k, Punkten. Andererseits ist fiir ¢ € Y’ die Méchtigkeit |p~'(c)| = n. Daraus
folgt ky + ko + ...+ k. =n. O

Korollar 5.3.23.
Auf einer kompakten Riemannschen Fldche X hat jede nicht-konstante meromorphe Funktion
f X — Py ebenso viele Nullstellen wie Pole, jeweils mit Vielfachheit gerechnet.

Beweis.
Wegen der Kompaktheit von X ist f eigentlich, so dass die Aussage aus Satz 5.3.22 folgt. O

Korollar 5.3.24.
Fin Polynom n-ten Grades

f(z)=2"+a2" ' ... +a, € C[]

hat mit Vielfachheit gerechnet genau n Nullstellen.
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Beweis.
Wir fassen wie in Beispiel 5.2.3 die Abbildung als eine holomorphe Abbildung f : P; — P auf,
die den Wert in oo mit Vielfachheit n annimmt. O

5.4 Garben und analytische Fortsetzungen
In der Funktionentheorie hat man es hiufig mit Funktionen mit wechselnden Definitionsberei-

chen zu tun. Um diese Situation zu behandeln, fithren wir die folgenden Begriffe ein:

Definition 5.4.1
Sei X ein topologischer Raum und 2 das System seiner offenen Teilmengen.

1. Eine Prigarbe abelscher Gruppen auf X ist ein Paar (F,p) bestehend aus

(a) Einer Familie F = (F(U))yeq abelscher Gruppen.

(b) Einer Familie von Gruppenhomomorphismen: fiir V-C U, mit U und V offen in M
haben wir einen Gruppenhomomorphismus

ol F(U) — F(V)

mit den beiden Figenschaften
i pf = id sy fiir alle U € €2
ii. Fir W CV CU gilt
W © PV = P -
Wir schreiben auch f|y = pl(f) fiir f € F(U) und nennen die Gruppenhomomorphismen
pY Beschréinkungshomomorphismen.

2. Eine Prigarbe auf einem topologischen Raum X heif3t Garbe, wenn fiir jede offene Menge
U C X und jede Familie offener Teilmengen U; C U, i € I, mit U = U;c; die beiden
Garbenaxiome ertiillt sind:

(a) Fiir f,g € F(U) folgt aus f|y, = g|v, fiir alle i € I die Gleichheit f = g.
(b) Seien Elemente f; € F(U;) fiir alle i € I vorgegeben mit

fi

Dann existiert ein f € F(U) mit fly, = fi.

vinu; = filvinu,  fiir alle Paare i,j € I .

Beispiele 5.4.2.
1. Sei X ein beliebiger topologischer Raum. Fir eine offene Teilmenge U C X sei C(U) der
Vektorraum aller stetigen Funktionen f: U — C und pY die gewdhnliche Beschrinkungs-
abbildung. Dann ist (C, p) eine Garbe von komplexen Vektorrdumen auf X.

2. Sei X Riemannsche Fliche und O(U) der Ring der auf einer offenen Teilmenge U holo-
morphen Funktionen. Diese Ringe bilden, wiederum mit der gewdhnlichen Beschrdnkungs-
abbildung, eine Ringgarbe O auf X . Ahnlich definiert man die Garbe M der meromorphen
Funktionen auf X .
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Definition 5.4.3

1. Sei F eine Préagarbe von Mengen auf einem topologischen Raum X und a € X ein Punkt.
Auf der disjunkten Vereinigung
L] 7@©)

Usa

iiber alle offenen Umgebungen U von a fiithren wir die folgende Aquivalenzrelation ~q
ein. Fiir f € F(U) und g € F(V') setzen wir f ~, g genau dann, wenn eine offene Menge
W mit a € W C UNV existiert, so dass flw = g|lw. Man priift leicht nach, dass eine
Aquivalenzrelation vorliegt.

2. Die Menge F, aller Aquivalenzklassen, der sogenannte induktive Limes,

For=lm F(U) = | | F(U)/ ~
U3a

heifit der Halm von F im Punkt a. Ist F eine Prédgarbe von abelschen Gruppen (Vek-

torrdumen, Ringen,... ), so wird auch der Halm F, fiir jedes a € X durch représentan-

tenweise Verkniipfung eine abelsche Gruppe (ein Vektorraum, ein Ring,. .. ).

3. Fiir eine offene Umgebung U von a sei
pa: F(U) — F,

die Abbildung, die f € F(U) seine Aquivalenzklasse p(f) zuordnet. Diese heifit der Keim
von f in a.

Beispiel 5.4.4.

Als Beispiel betrachten wir die Garbe O der holomorphen Funktionen auf einem Gebiet X C C.
Sei a € X. Ein holomorpher Funktionskeim ¢ € O, wird durch eine holomorphe Funktion in
einer offenen Umgebung von a reprdsentiert, lisst sich also in einer Potenzreihe Y - a,(z—a)”
mat positivem Konvergenzradius entwickeln.

Zwei Funktionen in Umgebungen stimmen nach dem Findeutigkeitssatz Korollar 2.2.7 genau
dann tberein, wenn sie dieselbe Potenzreihenentwicklung um a besitzen. Jede lokale Koordinate
z liefert daher einen (nicht-kanonischen) Ringisomorphismus zwischen dem Halm O, und dem
Ring C{z — a} aller konvergenten Potenzreihen in z — a mit komplexen Koeffizienten. Analog
ist der Ring M, der meromorphen Funktionskeime in a isomorph zum Ring aller konvergenten

Laurent-Rethen N
Z o (z—a),
v=k

k € Z und c, € C, mit endlichem Hauptteil.
Fiir einen Funktionskeim ¢ € O, ist der Funktionswert ¢(a) wohldefiniert, erlaubt aber
natirlich nicht, den Funktionskeim festzulegen.

Lemma 5.4.5.

Sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum X und U C X eine offene
Teilmenge. Ein Element f € F(U) ist genau dann gleich Null, wenn alle Keime p,.(f) € F,
fiir alle x € U verschwinden.
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Beweis.
Dies folgt unmittelbar aus dem ersten Garbenaxiom. O

Definition 5.4.6
Sei X ein topologischer Raum und F eine Prédgarbe auf X. Sei

7= | 7

zeX

die disjunkte Vereinigung aller Halme der Garbe F. Mit
p:|Fl—X

bezeichnen wir die Abbildung, die einem Element ¢ € F, den Punkt x zuordnet. Wir machen
|F| zum topologischen Raum, indem wir fiir jede offene Teilmenge U C X und jedes f € F(U)
die Menge

U, f1:=Apa(f) |z €U} C|F]

als Basis einer Topologie erkliren. Diese Mengen haben in der Tat die beiden definierenden
FEigenschaften einer Basis:

1. Jedes Element ¢ € |F| ist in wenigstens einem [U, f| enthalten. Dies ist aber eine triviale
Folge der Definition eines Funktionskeims: wir erhalten U und f durch die Wahl eines
Représentanten von ¢.

2. Sei ¢ € [U, f] N [V,g], so miissen wir zeigen, dass ein [W,h| in der Basis existiert mit
peWh ClU fIN[V. gl

Dazu sei p(p) =: x. Dann ist x € U NV und ¢ = p,(f) = px(g). Nach der Definition
der Aquivalenzrelation fiir Keime existiert eine offene Umgebung W C U NV von x mit
flw = glw =: h. Daraus folgt v € [W,h] C [U, f]N [V, g].

Wir definieren die Topologie auf |F| dadurch, dass die offenen Mengen genau die Vereini-
gungen von Mengen aus der Basis sind. Der topologische Raum |F| heiBt der einer Prigarbe
zugeordnete Uberlagerungsraum.

Bemerkungen 5.4.7.
1. Die Projektion p : |F| — X ist lokal topologisch, d.h. eine unverzweigte Uberlagerung.

2. Man sagt, eine Prigarbe F auf X geniige dem Identititssatz, wenn gilt: ist Y C X ein
Gebiet und sind f,g € F(Y) Elemente, deren Keime p,(f) und p.(g) in einem Punkt
a €Y dbereinstimmen, so gilt f = g.

Dies gilt fiir die Garben O der holomorphen bzw. M der meromorphen Funktionen auf
einer Riemannschen Fliche X nach Satz 5.1.13 bzw. Bemerkung 5.1.18.

3. Sei X ein lokal zusammenhdngender Hausdorffraum und F eine Prdgarbe auf X, die dem
Identitdtssatz geniigt. Dann ist der topologische Raum |F| Hausdorffsch.
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Wir kommen jetzt zur Konstruktion der Riemannschen Flachen von Funktionen, die durch
analytische Fortsetzung eines Funktionskeims entstehen.

Definition 5.4.8
Sei X eine Riemannsche Fliche, v : [0,1] — X eine Kurve mit Anfangspunkt a = ~(0)
und Endpunkt b = ~(1). Man sagt, ein holomorpher Funktionskeim 1 € O, gehe durch
analytische Fortsetzung ldngs der Kurve vy aus dem holomorphen Funktionskeim p € O, hervor,
falls gilt:

Es gibt eine Familie von Funktionskeimen ¢, € O, mit t € [0,1] mit gy = ¢ und ¢ = ¥,
mit der Eigenschaft: zu jedem 7 € [0, 1] existiert eine Umgebung T' C [0, 1] von 7, eine offene
Menge U C X mit v(T') C U und eine Funktion f € O(U) mit

py)(f) = fiiralle teT .
Dabei ist natiirlich p,)(f) der Keim von f im Punkt ~(t).

Wir schauen uns das im Bild die analytische Fortsetzung des Logarithmus an:

Im{log(z))

Re(z) 2

Bemerkung 5.4.9.

Wegen der Kompaktheit von [0, 1] ist die Bedingung in Definition 5.4.8 dquivalent zu der folgen-
den Bedingung: es gibt eine Unterteilung =ty < t; < ...t,_1 < t, =1 des Intervalls, Gebiete
Ui € X mit y([ti_1,t:]) C U; und holomorphe Funktionen f; € O(U;) miti = 1,...n, so dass
qilt:

1. ¢ ist der Keim von fi im Anfangspunkt a und 1) ist der Keim von f, im Endpunkt b.

2. filv. = fixalv, fir i = 1,...n — 1. Dabe:i ist V; die Zusammenhangskomponente von
Ui NUii1, die den Punkt v(t;) enthdlt.

Die Punkte des Uberlagerungsraums |O| sind ja gerade holomorphe Funktionskeime. Wir
interpretieren daher die analytische Fortsetzung lédngs der Kurve mit Hilfe der aus der Garbe
O der holomorphen Funktionen konstruierten Uberlagerung p : |O| — X.

Lemma 5.4.10.

Sei X eine Riemannsche Fliche und «y : [0,1] — X eine Kurve mit Anfangspunkt a = ~(0)
und Endpunkt b = ~(1). Dann ist der Funktionskeim ¢ € O, genau dann eine analytische
Fortsetzung eines Funktionskeims ¢ € O, ldngs v, wenn es eine Liftung 4 : [0,1] — |O| der
Kurve v gibt mit 4(0) = ¢ und Y(1) = 1.

Wegen der Eindeutigkeit der Liftung aus Satz 5.3.10.1 folgt aus Lemma 5.4.10, dass die
analytische Fortsetzung eines Funktionskeims léngs einer Kurve, falls sie existiert, eindeutig
bestimmt ist. Eine weitere Folgerung ist
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Satz 5.4.11 (Monodromie-Satz).

Sei X eine Riemannsche Fliche und seien 9,7 : [0,1] — X zwei homotope Kurven von a
nach b. Wir nehmen zusdtzlich an, dass es eine Homotopie ¢ : [0,1] x J — X und einen
Funktionskeim ¢ € O, gibt, der sich lings jeder Kurve y(—,s) fortsetzen lisst. Dann ergeben
die analytischen Fortsetzungen lings Yo und 1 denselben Funktionskeim 1" € O,.

Beweis.
Wir wenden Satz 5.3.11 iiber die Liftung homotoper Kurven auf die Uberlagerung |O] — X
an, die nach Bemerkung 5.4.7 3. Hausdorffsch ist. O

Korollar 5.4.12.

Sei X eine einfach zusammenhéngende Riemannsche Fliche, a € X und ¢ € O, ein Funk-
tionskeim, der sich in X wunbegrenzt, d.h. lings jeder von a ausgehenden Kurve, analytisch
fortsetzen lisst. Dann gibt es eine auf ganz X holomorphe Funktion f € O(X) mit p,(f) = .
Die Funktion f ist wegen des Identitdtssatzes 5.1.13 eindeutig bestimmt.

Beweis.

Fir x € X sei ¢, der Funktionskeim, der man aus ¢ durch analytische Fortsetzung entlang
irgend einer Kurve erhélt. Da X einfach zusammenhéngend ist, ist 1, wegen des Monodromie-
satzes 5.4.11 unabhéngig davon, welche Kurve man wahlt. Man setze f(z) := 1, (x). Dann ist
f eine auf X holomorphe Funktion mit p,(f) = ¢. O

Im allgemeinen aber entstehen durch analytische Fortsetzung entlang verschiedener Kurven
verschiedene Funktionskeime. Will man daher alle analytischen Fortsetzungen zusammenfassen,
kommt man auf “mehrdeutige Funktionen”, d.h. Funktionen auf Uberlagerungsfliichen.

Genauer: Seien X und Y Riemannsche Flichen mit ihren Garben Ox bzw. Oy holomorpher
Funktionen und p : Y — X eine holomorphe unverzweigte Uberlagerungsabbildung. Fiir y € Y
induziert die Abbildung p, da sie lokal biholomorph ist, einen Isomorphismus

p*: Ox p(y) = Oyy -

Es sei
P« Ovy = Oxp(y)

die Umkehrabbildung von p*.

Definition 5.4.13
Sei X eine Riemannsche Fliche, a € X und ¢ € O, ein Funktionskeim.

1. Ein Quadrupel (Y,p, f,b) heiit analytische Fortsetzung von ¢, wenn gilt

(a) Y ist eine Riemannsche Fliche und p : Y — X eine holomorphe unverzweigte
Uberlagerung.

(b) f ist eine auf Y holomorphe Funktion.

(c) b ist ein Punkt von Y mit p(b) = a, d.h. b € Y ist ein Punkt iiber a € X, und fiir
die Funktionskeime gilt

px(oo(f)) = ¢ .
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2. FEine analytische Fortsetzung heifit maximal, wenn sie die folgende universelle Eigenschaft
hat: ist (Z,q,g,c) eine andere analytische Fortsetzung von @, so gibt es eine spurtreue
holomorphe Abbildung F : Z —'Y mit F(c) =b und F*(f) = g.

Lemma 5.4.14.
FEine maximale analytische Fortsetzung ist bis auf Isomorphie eindeutig. Die Figenschaft in
Definition 5.4.13.2. ist wirklich universell.

Beweis.

Ist ndmlich neben (Y,p,f,b) auch (Z,q,g,c) eine maximale analytische Fortsetzung des
Funktionskeims ¢, so gibt es eine spurtreue holomorphe Abbildung G : Y — Z mit G(b) = ¢
und G*(g) = f. Die Zusammensetzung F' o GG ist eine spurtreue holomorphe Abbildung von
Y auf sich, die den Punkt b festlisst. Nach Satz 5.3.10 iiber die Eindeutigkeit der Liftung ist
daher F'o G = idy. Ebenso zeigt man G o F' = idz. Daraus folgt, dass G : Y — Z biholomorph
ist. O

Satz 5.4.15.
Sei X eine Riemannsche Fliche, a € X und ¢ € O, ein holomorpher Funktionskeim im Punkt
a. Dann existiert eine maximale analytische Fortsetzung (Y, p, f,b) von ¢.

Man kann die Arg}lmente dieses Abschnitts auch auf meromorphe Funktionen anwenden,
wobei man dann die Uberlagerung |M| — X benutzt. Wir haben hier die Situation dadurch
stark vereinfacht, dass wir Verzweigungsstellen aufler Betracht gelassen haben.
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A Der Cauchysche Integralsatz fiir holomorphe Funktio-
nen

Definition A.0.1

1. Es seien zy, 29,23 € C. Dann bezeichnen wir die von zy, zo und z3 aufgespannte abge-
schlossene Dreiecksflache mit

Ay e ={2 =tz +laza+tazg | t1,ta,t3 > 0,81 +ta+t3 =1} .
Wir wollen annehmen, dass solche Dreiecke nie ausgeartet sind.

2. Wir bezeichnen mit C., ., ., den Rand von A, ., ., genau einmal durchlaufen, angefangen
bei z;, weiter nach z, und tiber z3 zurtick nach z;. Offenbar ist dies ein geschlossener Weg.

Satz A.0.2 (Cauchy, Goursat).
Sei E/ ein komplexer Banachraum. Sei U C C offen und f : U — E holomorph. Seien zq, 29, 23 €
C derart, dass die abgeschlossene Dreiecksfliche A, ., ., ganz in U enthalten ist. Dann ist

/C F(2)dz =0.

21,292,223

Beweis.

e Wir setzen A :=A,, ,, ., und C := C,, ,, .,. Wir verbinden die Mittelpunkte der Kanten
von A mit Strecken und zerlegen so das Dreieck in vier Dreiecke A; mit Réndern Cj,
wobei i € {I,II,I11,IV}. Offenbar gilt dann

/ fde= [ e+ [ e+ [ fede+ [ f)ds
C Cr Crr Crrr Crv

da die inneren Strecken zweimal mit entgegengesetzter Orientierung durchlaufen werden
und sich daher die entsprechenden Terme wegheben. Daraus folgt

/Cf(z)dz

wobei wir mit ('} dasjenige der vier Dreiecke bezeichnen, fiir das das Integral den gréfiten
Absolutbetrag hat.

<4

Y

f(z)dz
Ch

e Indem man das Dreieck C wieder in vier Dreiecke zerlegt, findet man &hnlich ein Un-
terdreieck Ao von Aj. So fihrt man induktiv fort und findet geschachtelte Dreiecke

A; D Ai—i—l D.... Esgilt
JRCLE
c

e Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert zy € N5 ;A,,. Insbesondere gilt zy € U.
Fiir jedes r > 0 gibt es iiberdies N = N(r), so dass

<4n

: (4)

f(2)dz
Cn

A, CU.(z) furallen>N.
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e Wegen 2, € U ist f in zg komplex differenzierbar. Es existiert also eine auf U stetige
Funktion ¢ : U — E, so dass

f(2) = fz0) + (2 = 20)9(2) mit  ©(20) = f'(20)
Wegen der Stetigkeit von ¢ in z; existiert ein § > 0, so dass

lo(2) — fl(z0)| <€ fir |z2—2]<0.
e Wir wihlen nun n so grof}, dass A,, C Us(2g) und zerlegen

/Cn f(z)dz = /Cn f(20)dz + /cn f'(20)(z — zo)dz+/cn (0(2) = f'(20)) (2 — 20)dz .

Die ersten beiden Terme sind Null, da fiir die konstante Funktion und fiir die Funktion
2z +— 2z — 2o holomorphe Stammfunktionen existieren.

Wir schitzen den dritten Term ab, indem wir bemerken, dass aus C, C Us(z) folgt
lo(2) — f'(20)] < e. Fiir zwei Punkte z, 29 € C,, folgt elementar |z — zy| < I(C,,), wobei
[(C},) die Lange des Dreieckszugs ist. Daher ist

/Cn f(2)dz

Ebenso siecht man elementar 1(Cp41) = 3{(C,,). Daher folgt

/C Sz

Zusammen mit Gleichung (4) folgt

/C F(2)dz

Dies gilt fiir jedes € > 0, woraus die Behauptung folgt.

< e(Cp)? .

1
<e—I(C)?.
_e4nl(C')

<el(0)*.

O

Ausgehend von diesem Satz schliefit man, dass eine Version der Cauchysche Integralformel
fiir holomorphe Funktionen gilt:

Satz A.0.3 (Cauchysche Integralformel).

FEs sei U C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und E ein komplexer Banachraum. Sei
ferner f : U — E eine holomorphe Abbildung. Dann gilt fiir jeden Dreiecksweg v in U und
jedes x € U \ v(I) die Beziehung

1 [ f(z)dz

jlz;y) f(x) =

27 y 2

Die Beweisidee ist hierbei dieselbe wie im Beweis von Theorem 3.3.8. Aus der Integraldar-
stellung folgt sofort, dass holomorphe Funktionen stetig differenzierbar sind. Daraus folgt dann
mit Theorem 3.4.1, dass die Funktionen analytisch sind, womit wir uns dann von Dreieckswegen
in den Integralformeln frei machen kénnen.
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